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LỜI NÓI ĐẦU = 


Hoá học lượng tử là sự áp dụng cơ học lượng tử vào hoá học Tiền 
đi sâu vào bản chất nội tại của các quá trình hoá học một cách định lượng. 


>—== ¬~ 


Ngày nay, hoá học lượng tử đã trở thành môn học bắt buộc cho | 


sinh viên năm thứ 3, ngành Hoá của các trường đại học, vẩÖn hợp trên 
thế giới. = | 


Do tính trừu tượng và phức tạp của môn. Hộc t nên việc giảng 
dạy lí thuyết phải gắn liền với việc giải các bái tập. Nói cách khác | 
muốn nắm được cơ sở của hoá học lượng tử thì không thể không tinh | 
thông cách giải các bài tập liên quan. Để giảm bớt phần nào khó khăn | 
trong quá trình tiếp thu nội dung môn: thọc chúng tôi tiến hành sưu 


tập, chọn lọc và phân loại thành Cuốn; Bài tập Hoá lượng tử cơ sở. 


Các dạng bài tập trong các: qbbơng của cuốn sách là nội dung 
giảng dạy mà tác giả đã sử dụng nhiều năm cho sinh viên năm thứ 3 


và cao học tại khoa Hoá Trường Đại học KHTN - Đại học Quốc gia 
Hà Nội. cà 


_—:¬—————————_F—— 





Đến nay sách bài tập về hoá học lượng tử bằng tiếng Viêhằu ˆ - 
như chưa xuất hiện vì vậy cuốn sách của chúng tôi biên soạn lần đầu 
chắc chắn còn nhiều thiếu sót, rất mong các độc giả góp ý xây dựng 
để cuốn sách ngày ;càng tốt hơn. 
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Sự ra đời của cơ học lượng tử (CHỮT) vào nửa đầu của thế kỉ 20 
đã làm thay đổi cơ bản quan niệm về thế giới VI mô và có tác động rất 
lớn đến nhiều ngành khoa học Kĩ thuật hiên đại, trong đó có hoá học. 


Để xét các tiên đề của CHET, trước tiên ta đề cập đến một số 
khái niệm về toán tử - công cú quan trọng của cơ học lượng tử. 


1. Toán tử KỲ. 
Toán tử là một phép tính nào đó cần thực hiện lên một hàm để cho 
một hàm khác. "›: 
h®% Âf(x) = s() 


- Trong số cất. thuộc tính của toán tử thì tích của hai toán tử là 
quan trọng nhất. “ 


[A,BỊ =0; tức là AB= ỒA; À và B giao hoán với nhau. 
[Â,ÊÑ}z0, tức là Â ồ z B Â; Â và Ô không giao hoán với nhau. 


. Toán tứ tuyến tính 


“^ Toán tử Á là tuyến tính nếu chúng thoả mãn các điều kiện: 


»> Â (el)> E Â f 
,^J Ầ (f,+fs)= Âf, + Àt, 
JÓN Hoặc Ầ (c,f, +C› 1= c.Á ft +cÂ b 
&' 9 
` 
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ÁC 
. 
KỶ 
3. Phương trình trị riêng và hàm riêng Y 
Phương trình:  Á f=af 4 Y 
š.Ủi b— P HÔNG " SA ` 
f được gọi là hàm riêng của toán tử Ä. ^ 
a là một số được gọi là trị riêng. _% 
- Nếu ứng với mỗi trị riêng ta có một hàm riêng xác định đ) phổ 
trị riêng không bị suy biến. §y 
Q 
Ấy l =dđị II c 
A;zf=a;f .*a 
C4 
Anh = ân Í; XS. 
Ấy) 


- Nếu ứng với những hàm riêng khác nhaw cùñg cho một trị riêng a 
thì ta nói phổ trị riêng thu được bị suy biến = => 


Â¡ Í¡ 





` j- 0É 
4. Hệ hàm trực chuẩn <‹`-- 
“SP VỀ 


_ Hệ hàm trục giao và chuẩn hoá kết hợp với nhau và được biểu 
diễn dưới dạng hệ hầm trực chuẩn: 


ẩ ớ 
Kn kh) )=|f †. đr= (đenta Kronecker) 
@'” 
CN, 0 khi 1 z J hệ trực g1ao 
mo Ỗ, . `. : : : . 
= ' l1 khil=] hệ chuẩn hoá 


5. Hệ hằm đầy đủ 
# - Hệ hàm f;(x), f;(x)... f„(n) được gọi là hệ hàm đây đủ nếu một 


„Bài bất kì u/(x) có thể khai triển thành chuỗi tuyến tính của các hàm 
¬ trên, nghĩa là: 


70 
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UỦ 
W(X) = e¡ f4) + œ f(X)... cạ f(n)= È}_ c¡fñ@) X 
_ ¡ml ca 
À3} : 
c, - hệ số khai triển. Y 
f, - hệ hàm cơ sở. 
6. Toán tử Hermite “ * 
Toán tử Â được gọi là toán tử Hermite hay toán tử liến hợp nếu | 
chúng thoả mãn điều kiện: % 
(glÃf})=( ÀgÌf) hay €Ì 
| g Afdr= | fA"ghdr `" 


bác 


Các thuộc tính quan trọng loại hai toán 4ử này là: 
Tất cả các trị riêng của toán tử Hefmile đều là những số thực. 


- - Những hàm riêng của toán tử: “Hefmite tương ứng với những 
trị rêng khác nhau lập thành điệt hệ hàm trực giao 





7. Hệ tiên đề ^ 
- Tiên đề I. Tiên đề vệ. đàm, Mê 


Từng trạng thái của một hệ lượng tử đều được đặc trưng đầy đủ 


bằng một hàm xác định '(q,tÐ), nói chung là hàm phức. Hàm vw⁄(q,t) 
gọi là hàm sóng hay hàm trạng thái của hệ. 


Từ hàm vụ? t Win thây: 


s® Hàm SÔNG, nỡi ~xx là hàm phức, đơn trị, hữu hạn, liên tục, khả vi 


® Mọi thông tin cần thiết về hệ đều suy ra từ hàm này. 





| +(q; = lự w | chỉ mật độ xác suất của vi hạt tại toạ độ q và 
thời điểm (. Như vậy xác suất tìm thấy hạt là: | ị 
=3 do= |ự(q,Ð| “dt; 
“sàu q dt = dv = dx dy dz 
⁄SŠV e Điều kiện chuẩn hoá của hàm +w(q,Ð: 
==—< —==— Ị L “=m] 
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lự Í“dr=1 _ 
NNNG 
b-„ 


gD VN 


9 Hàm sóng w(q.£) thoả mãn nguyên lí Khung: chất trạng c Liậy 
hàm này lập thành một tổ hợp tuyến tính: 


@_ 
: &`Ỳ 
VU =Ci¡ Ít +CaÍ +csÍ›... CaÍ= ` C; Í; N 
i=l C 
- Tiên đề 2. Tiên đề về toán tử. " 
Ứng với mỗi đại lượng vật lí trong cơ học lượng: tử là một toán tử 
tuyến tính Hermitte. xS = ` 
Một số toán tứ quan trọng hay gặp @S 


Toạ độ x, y, Z 


4 PITPH LEREG.¿-GGITIEEEEIIE-LS.LĐ-PB-E Lắckỏ kEb0-—-TB' SH kế Đỏ SG 7EES8 1 kệ cựn Lễ Lãnh Š— bã kh hồ =e„„=SEEG1- E1. mg 


Động lượng thành phần 


Ðxi Py Pz 
Động lượng 


P=P,T† Đy + P:; 


Momen động, lộn, 


Ba 





Toán tử spin thành phần và spIn bình phương: 
72 
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X” , 1Ô  Ê P _ NG 
. mui Ð 21 0 2\0 -Ù xxx 
3p” (1 0 Ỳ 

$2~ S2 + $ + Š?= —— => 
4 \0 -] 4 Y 
- Tiên đề 3. Tiên đề về phương trình SchrOdinger cờ 
Trong cơ học lượng tử, sự biến đổi trạng thái của Hệ. vi mô theo | 
tơa độ được xác định bởi phương trình: _. ‹ Ni | 


w⁄{q) - hàm sóng chỉ phụ thuộc toa độ gọi, l cv sóng ở trạng thái 
dừng. _ _Ẩ_Š ý 


Phương trình SchrOdinger là phương, tố v VỊ vị phân tuyến tính thuần 
nhất nên các nghiệm độc lập f¡, Í;... cũ lập thành một nghiệm chung 
đưới dạng tổ hợp tuyến tính: Fy 


3 “~ " 


La 
¬ Tự 
PL 


=Cị Í; " giÑys. SP: BỊ 
Nếu u đã nướng hoá thì: „⁄- 


=^ » 


«2£ lel.. _ : lc.Ì?= lcj|?=1 


1=] 


- Tiên đề 4. Tiên đề về Ă riêng và trị trung bình. 
Những giá trị đo Ì lường một đại lượng vật lí A chỉ có thể là phổ các 


>>» 
ly 


trị riêng a„ của toán tử tuyến tính Hermite Ầ tương ứng theo phương 
trình trị riêng ở thời điểm t. 


vỸ F 
Ỹ A =8, 
„1 —— 
. N Wn : n 
ke 


Còn ở: ào một trạng thái xác định của hệ lượng tử đặc trưng bằng 
một hằm. sóng \J (Aựn= a„u,„) thì giá trị trung bình 4 của một đại 
lượng: A được xác định bằng hệ thức: 


VI 
ỹ 








kì _ 
` ..” 
“N1 
Œ\ w/, Âw/ đt 
“M | 
ng — n1 H 
¬ kr a == ä — 
=—— * 
Vợ 
V/V V/ W/ \/ đi 
In _ = 
Le cu n nh 
XÃ `. S..* 3 
5S | 
SN: 
—— ở 
—x v 
F sp, % 
ở 13 
vu 
w 
—————n-EEE..c—SL am THHƯUnEG _ h pH — mm „2 | : ' " 
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8. Điều kiện để bai đại lượng vật lí có giá trị đồng thời xác < 
định ở cùng một trạng thái h “ 


Điều kiện cần và đủ để hai đại lượng cơ học có giá trị Xác .định. 


đồng thời ở cùng một trạng thái là chúng phai biểu diễn =- những 
toántử giao hoán. 


Nguyên lí bất định Heisenberg là một ví dụ về động: Íượng liên 
hợp chính tắc với toạ độ không đồng thời xác định. sà 


ki 
J4 JẤu “^ ^ vC ¬ 'Tể a 
XD.- Ð„yx si ñ c. 
* K — 
§ˆ ,À I 
ˆ ˆ ' Vc Pụ 
- =l1 `= 
— N 
2 “ _. FAC ầ 
lợp = 1 h V — cản : 
Đ:- Đ¿^ XP 
c bu 


Một số hệ thức giao hoán thường BẶP: - 
[M,Mj]=i ñ KẾ 


(M,, ÑM=¡ñ X, 
[M„ Ñ)=†h M, 


[M°, ẤÑ]=[ÑU, Ñ M„]=[M?, M,]=0 


Ấy 


=> [Š,Ši=[Š,3,J=[§,Š1z0 
Một s SỐ ố biểu thức giao hoán tử hay sử dụng: 


^ [Â, ð]= Âô - BÂ =0 
T [Â, + Ê]=[Â, B]+[Â, Ê] 
„= [Â + B, Ê]=[Â, È1+[B, Ê] 
Ỳ [Â, Ê1=[Â. ô1Ê + Ô[Â, Ê] 
[ÂB, ÊJ= Â tô, Ê]+[Â, Ê1Ê 
1⁄4 


L : z 
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9, Một số biểu thức cần ghỉ nhớ ở thời kì tiền lượng tử _ ` 


| 
—® Giả thiết về sự lượng tử hoá năng lượng dòng photon hay định,-- = 
luật Planck. BS v | 


. cay ca 
E.=nhv: . VỚI R= Ì], 2, 3... => | 
se Hiệu ứng quang điện: CCY | 


1ý=h Vọ + — mvf ễ €x 
: l 


Trong đó:  v - tần số ánh sáng tới; “y | 
, 
vọ - tần số ngưỡng quang điện. ¬.á 
e Hiệu ứng Compton: È mà $ 
4x» . 


AÁ;S À - As“= .4 (l- sy9)" 2— sinf s | 
mc 2 


sề ` 


Trong đó:  ^À¿ - bước sóng tới ban đâu; ` b 
À,- bước sóng khuếch tán,” vi 
A2 - độ tăng bước sóng X4 của photon khuếch tán. 


e Hệ thức de Broglie với lưỡng tính sóng - hạt của photon: 





Khi mở rộng cho Đất kì hệ vi hạt nào. 


^ 
 „) 
si kổ ẻ 
CS X= 
T5 
Lâu " ra 
“.. }Ẻ 





“ 
_ * — 
X hĂ. =—— TS. 
„ “C „V Pp 
k3 — 


s® Nếu elébtròn chuyển động trong một điện trường với hiệu điện 
thế là U V-= thì: 


bà £ TT 
c ⁄ (2mqU) ˆ 
4 `» 
-—N ỚI: m - khối lượng hạt; 
== _y * sả 
XSV_ q - điện tích hạt; 
3Á 


^ h = 6,62.102* J.s là hằng số Planck. 


¿ 
Vé đ, ` „ : F “ 
=Š? e Hệ thức bất định Heisenberg: 
Nhờ XLF . bu 
^^ L P 


5 | 75 
TS Ị 
S5 hạ, 

5, _ 

+ 


ca» usể ¬ Ï Ï ] 
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SàY 
AX Ap,> ñ hay — A2 
CS h sở 

Ax Av,> ñ/m _ : ~ 

Với ÿ = — = 1,05.10”” J.s là hằng số Planck rút gọn; ¬-ˆ 
+n \ v 
Ax - độ bất định về toạ độ theo phương x “% 
» 


B. BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI €S%L 


Ap, - độ bất định về động lượng theo x"- b 
Av, - độ bất định về vận tốc theo phươn % ®) Y 

1.1. Hãy xác định hàm ø(x) thu được khi cho tt : Bán tử Ù tác dụng 

lên hàm Í(x) trong các trường "VỊ dưới G 


b ñ=-—; f@Q=e “Ấy 
| dx “o <3 
C về ý 
đc Ủ= Ì (toán tử nghịch đảo) f(x)=x? - 3x +5 


d) Uu=c, (toán tử quấy quanh trục z một góc bằng 90°); 
faŠ, ỳ§= XY - XZ + VZ 
Lời giải "“ề Ỳỳ 
Theo định nghấn về toán tử ta có: ủ f4) = g() 


3 


a) Nếu §<x và f(x)= © “ ta viết: x.© ” = e(X) 


L "x= 


4Í S\ : d —x ` r M¿ z 
b) Nếu = ca :  Íx)=€© thì toán tử øg(x) có dạng: 
X 


: # == _ 
¬ -# —xF 
m 6 Rế )=-2x€_ =g(x) 


/ề Sa) Khi  = ¡ là toán tử nghịch đảo thì có nghĩa các trục toạ độ 
- được elhoviÖf tắt từ x sang -x; y sang -y. Vậy: 


1 œ2 -3x+5)=x”+3x+ 5 =g(x) 


fÓó 
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d) Toán tử C, quay quanh trục z theo một góc bằng 90”, có nghĩa 


là x —> y; y —> - x và Z —> -z. Như vậy: _—— 
SG 
ˆ & _ 
C„Í(X, Y, Z) = - VX - VZ - XZ = 8Œ). `= 


“a2 


d 
1.2. Cho toán tử Ä = x và ủ = ai hãy xác định hàm sóng TrỘi Thụ 
X 


b 


được khi thực hiện phép nhân toán tử cho các trường hợp sHẾ` > 


a Xũ £Š s 
3 Là ví 
b)  Â biếthàm f() = €” “s® 
Lời giải “) 


Chúng ta thực hiện phép nhân hai toán vế với nhau theo tính chất 
của chúng sẽ dân đến hàm số mới. Quả VậY. ` >.W 


^+Y 





a) Ã§ Ủfx)= XS [fx]]= 


= ' 
_= 
“HN _z 2x.” .. ' 


b)  Âf%x)=— xfầ)]= — (x€ ” ) 
dx_ Y dx 
—Ÿ 
§ đ s3 su Ši d 
=#>— (€ ” )+€@ ” —x 
“dx dx 
_ 
%w=-2x?€e”+e”" 
¿ Ở 
= 3 sziyE 
` =(I-2x)€  =g() 
F. ` = h ẩ? 
1. ; ái Í(x) = ˆ là hàm riêng của toán tử h=l|# =~ Hãy 
y 
_“Mác định trị riêng khi thực hiện phép hf(x). 
DAO Lời giải 
LG 
Á) _— 2-BTHUTŒ 17 
_—.— k E& 
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h 
| ị ll Đan, - | 


S% 
$ ^2 đ —x (2 s e2 d | đà ý “*Ỳ F 
]ñy)£ ——|( ) €© “-—|—(ec" `”) — 
dx2 đx | dx s 
| = ` 
: &x) 
Thực hiện phép lấy đạo hầm —— ta có: sầz 


x` Ỉ 2 ` 
€1. 7 


x Si # 
h€  =+l.€ 


— 
` 1... - Pa KG 
Rõ ràng trị riêng thu được là +1.£›;` 
_ Cà 
1.4. Hãy chứng minh các toán tử đưới đây là toán tử tuyến tính. 


cỲ 


' nể 
Âu 
". 
xo 
-~ 
~— 
- 





_ 
TƯƠNG 
x/ 
Ề, b 
đ" v, 
St 
ụ 
C) 2 
ca 
đ 
n k 
=. ` 
*Lư=Ỷ 
9 `, 
“=—— 
5 \`y 
đ) Vé 
lộ Ÿ 
Là | 
1x S-Ÿ 


Lời giải Thếo định nghĩa của toán tử tuyến tính ta có: 


_ 
— 


N — 


`" đ df df 
Tư ý l 2 
“A8 —— (Cc¡fÍ¡ + cạÍ;)= Cị — + Cạ —^ 

, °.Ẵ dx dx dx 


d _. 
<@SỲ Vậy d là toán tử tuyến tính. 


LỄ») 
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d d(,  dỹ - dí - độ 
b) —-+:—— (C; Tụ +c;b)= tài + C2—— +: — -ˆ Ca——› ÁC 
Ạ, € ) f 
d d 7 N „ lS sẻ 
Vậy | —+—— | là toán tử tuyến tính. => 
" dy „ử Độ - 
d" đá Íáđ[áa ` 
C) (C¡ f; + Cạ 1) HH TC bu. (C; lổ + Cạ bì 
dx |dx|dx Ê ° 
“`” 
` | 
TÔI TT LN  Am ĐP Địt =>ờ-ltla 
dx |dx|Ldx _ đx] _đx: 
/Z vỆ ) 


Thực hiện các phép đạo _~. ta thu được kẹ T" thoả mãn điều 
kiện tuyến tính. Vậy 


























Šy 
đ? d7 T3 ^ w 
d Vˆ . + là toán tử Laplace. 
Ạ «“ 
Thực hiện phép tính VỶ (c; Ị h %c, f;) ta có: 
đ? đ? đ? ` SŠ Ộ | 
+ +—S,f. +c;f,) hay 
dd dy dể) “7 
.—P.. 








~ (C¡Ến + cạÏ;) + + thí + Caf,) 














SY V 
dẾn + _ - = ,ứt 


Kết quả thu được thoả mãn định nghĩa về toán tử tuyến tính. Vậy 
toán tử Laplace là toán tử " tính. 


15.Cho tín từ Â =-¡ T- 0=), Hãy chứng minh toán tủ ử Â là _ 


-8ytnite. Với x năm trong m 0 , + @œƠ]. 


P. Ũ 
¿` L 
SG | | 
_ _ Ỷ É 

- *. 


—. ch =. --.e—== —— . F 
——ra.—= ma rr sms =_ ¡2B .rỊmn=S: mmnnmmno cm—m= 
" 
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| 4/888 . .„.q Nự. „ 4 CSY 
Lời giải — Nếu À =-¡ — thì A”=i — A2 
| dx dx (\éY 
ị F c 
Theo định nghĩa về toán tử HermIte ta có: | ø` Afdr (TÀI 
| —ơn 2N l 
: ˆ " s. %k, 
Ap dụng cho trường hợp À =-1 — ta vIết: PS... 
+ø0 F đf +øa „ " 
~ | Ø8 — dx=-I 
4 ỔX š 
b 
Theo phép tích phân từng phần | 
8 Ẫ 
+nÐ +g0 &) | 
s ' Này h ˆ 
-1 ]e df=- gf| + | fdg`*; 
k. “ˆ 
Khi x =+ œ, các hàm f và ø” đều tiến tới.0 Do vậy biểu thức -igf=0. 
Cuối cùng ta viết : —N 
Án) 
N + +3 
[ø Âf&x=i [tây “Ít dx = |f I—Pỡ |dx= |rÂ gd 
=0 _ =. —O 
d 
So sánh kết quả thu được vố biểu thức ban đầu, toán tử Á= -i—— 
dx 
là toán từ Hermiite. Á sỳ sg 


1.6. Cho toán tử Â lŠ Hemnie, Nếu nhân toán tử Â với một số thực c 
thì cÁ có phải là toán tử Hermite hay không ? 


"7. 


Lời giải. Từ định cha về toán tử Hermite ta có: 


£Š nh Âfdx= [fÂ'g'dx 


` 


Nhần,2 vế của biểu thức này với c là số thực (c = c”) sẽ có: 


NM— kỦ 
9) C | g`Â fdx=c "|fÂ A”g”dx hay 
đr h - * " *bÃ W` 4 
ÁAŠ [g(Â)fdx= [f(c° Â*»g'dx 


| 
| 20 
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[z'B fdx= |r( 'g)w 


Biểu thức cuối cùng thu được chỉ rõ B =cÂ là Hemite. == 
1.7. Giả thiết biết Â và B là hai toán tử Hermite. Hãy cho biết tổng” 
Â + Ô có là Hermite hay không ? .^ỳ 


Lời giải.  'Theo đầu bài và từ tính chất của toán tửtacó: .ˆ ˆ 
| g(À+*Š)fdx= [g Âfdx+ [gBfdx <) 
[fÂ*g dx+ |tÊ' giÔd 
€ W 
[f(À'+Ê)gi dc, 


So sánh biểu thức cuối cùng với biểu thức đại tien rõ ràng tổng 
(A + B) cũng là HermIte. J AI 


1.8. Biết Â và Ô là những toán tử Hemie, Kê minh tích Â Ồ 
cũng là Hermite nếu À và Ồ Ø1aO hoán với nhau. 


Lời giải => 


*y 


Từ giả thiết ban đầu ta viết: 4# ÂBfdx= | g°A(Ô0) dx 
Mặt khác do Â là toán t Hợmie: nên : 


‹Ñ Jg A(B0dx= [co Â'z dx 
Và cũng do B là toán tử Nai sec: 


G7 J(ÔDÂ gdx= [†B(Â'g xà 
Chúng ta lại biết, 'Ãô-= BA nên : 
W | fB' ( A”g`}dx —= | FA- B 'g”dx 
Ẩ w 


X, cv 


Kết quả, nây chỉ rõ tích Â Ô là toán tử Hermite. | 
1.9. Hãy chứng minh những hàm sau đây thì hàm nào là hàm riêng của 


.ể + @ V 
toán tự `—= 
Á ` 
¬s8) ikx _— =aq? 
Ỷ : c) k e) © 
7b) cos kx - 
vs Ở từng trường hợp nêu trên hãy chỉ rõ các trị riêng tương ứng. ' 
ho U 
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=` 
Lời giải. Phương trình hàm riêng, trị riêng có dạng: À = aU Sỳ 
Áp dụng cho từng trường hợp ta có các kết quả sau: S 
'—. 


dẴ: r” (e**) = ike**, Như thế hàm e”* là hàm riêng của t án tử 
X S»* 


b) so kx) = - k sin kx. Õ trường hợp này bàn c cos kx không 


phải là hàm riêng của toán tử —— = 
. ` ự 
đ 
C) Tà =0. kkhông phải là hàm ng 
Ã S 


đ Ă_” 
đ) ¬x &x) = k. kx không phải l -hầm riêng. 


S 
©) —(€  )=-2a œ6) . Hàm © “” cũng không phải là 
dx NN 
hàm riêng của toán tử rk bởi vì 2 aœ không phải là hằng số. 
4v ` 


1.10. Xác định giá-trị: 4rung. bình của động lượng tuyến tính hình chiếu 
_p„ được mô tả bằng, các hàm sóng sau đây: 


l đ kuệc i8 
Hye”: bÿ eos kx; c)© ” 
Lờigải - 7 


“VỀ 
Í N : 


Toán tử động lượng tuyến tính theo HŨNHfũ8 x có dạng: 


"~ ng 
`» D„= -1lñ —. 
`` dx 

#⁄“ =-= ` Giá trị trung bình của p„ được xác định bằng biểu thức: 

sà |w'ô,dx 

Ái ~ 

| \/ Wdx 

22 
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a) \y=ef%“——> —— =ike**=iK ` 


= s : 
W lụ 
= ¬— W bà 
dự c3 
: .“. Ẳ 
b) \U,¿=coskx——> —=-ksinkx; 4 
đx Á 
ng 


v5 


pÒ //T>^ 


" 


= - E cos kx sin kx dx = 0 


¬ 
>v Ì¬. 
¬ % 


`. 


| 
Re | 
A5 
\W/. = cOS KX NỞ} 
4¿ 
œ ä Tự 
d n ch . 
| VẺ “đã = | .cos kX (-k sinkx) dx 
„  dx Là 
F1 `“. 
3 XMN ÿ 
C) W„= C ——2 


VU ND nhc- 
/# ` 
F. “* ` 
—~ 
t 
ng 
` đ 
N: 
` „ đựỰ 
( B ) > | ự — da 
XS l2 
* ¬—“ 
Ÿ vV X 
r* 


ä 
. ` 
NNNN “« 
⁄L ` 
"——> aX aX 
L¬.., „i 
vV = | €  (-2ax€ ” )dx 
 —..- 
¡ tàu, lu 
ẤN | - 
`. -' 1 
FC Tưng 
Ẫ ` 
kủ t8 
_ 
' —= -2ax 
: hộ: =—- 
.. =-2 € -dx=0 
c a |X 
LÝ ăn, 
- 
— ng mm 
Œ ¬— W =4) 
hxế l) 
¬—“ 
"“¬ử 
AC ở 


TẢ 
X- 
KG: lƒ 
x4 
_ 2 lì 
v 


“ .-.ắana 


| 
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N | g | 
) 


\ =(cos x ) e** + (sin x) e  N 


“SN 
1.11. Cho hàm sóng mô tả trạng thái của một vi hạt có dạng: A9 
| . Hã ÉY 
ị Ổ đây x là tham số. Hãy ^ 


a) Cho biết trị riêng của toán tử p, và biểu thức hàm riêng Ìmô tả 
toàn trạng thái của hệ khảo sát. 


¬ SỐ 
F. à 
đ *% 


b) Viết dạng hàm sóng v/ trên đây nếu xác suất tìm thấy vị hạt 


' đạt được 90% ứng với p, = +k?. Biết e"* là hàm riêng của 
toán tử Ð,. “sà) 


Đ< `¡j 


#7? § 


Lời giải Theo đầu bài w (cosy) e***+ (sin x) e**, Á €S : 


đd 
ồ,=-1? . Áp dụng phương trình hếmi tăng trị riêng ta có: 


AŠỲ 


3) Ð,Wị=-lÏ —-eh)= =-l1ñ ke r2 kh (e1) 


£ j 
£@} Í _* 
`. 


+k ? là trị riêng của Ô, “7 


£ » : 


P sự; = - lñ TN- x© lẶC ik)e“= -kñ (@) 
xẻ Qỳ 


Pa _ h 


- kP là trị riêng của Ð, 
Theo tiên đề l của cơ học lượng tử thì: 
 = (cos %) citt + (sin x)e**“ hay 


= c¡e*⁄ „ì 'c;.e"** cũng là hàm riêng mô tả trạng thái của hệ 
vi hạt, &.° 

b) Để viết dạng hàm sóng cụ thể, ta lại biết xác suất tìm thấy vi 

hạtlà: => 


Dị = C¿ = cos”x= 0,90——> cos x = 0,95 
_ ` D Gà = = sin” „=0, 10——>sin x = + 0,32 


VỆ 


lo =Ÿ Vậy vụ = 0,95 e"“* + 0,32 e?# 


% <® 12. Biết toán tử tuyến tính Ậ ứng VỚI fỊ Tiêng duy nhất a có k hàm 
` riêng f¡, Ê;...f,, hấy chứng minh rằng bất cứ tổ hợp tuyến. tính nào của 


| S các hàm riêng nói trên cũng là hàm riêng cuả toán tử Â ứng với trị 
| _— Tiêng a. 


| 24 


l§ 
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Lời giải. Để tiện lợi cho cách giải ta xét trường hợp hàm riêng suy 


Ta nhân lần lượt phương trình (1) với c; và (2) với Cz€ 


biến bậc 2. | & 
P) _ ".. sự A : P == " 
Theo giả thiết ban đầu ta có: =ừ 
ANG-. 

ˆ £ ÈY 

À LẦ Ề 

"HLỜNG âu 

› 
c¡Â f,=c¡af, @" 
c; Â Í¡ = c; af, x 
É- ^v 


cị Â F+ŒÀ Í; = cị af| + c; ai % 
=— 
c, ' 


` À ` r* " + * ˆ *o Và t2 
Vì A là toán tử tuyến tính nên ta viết: CS 


Â (C¡ Í¡ + c¿ Í2)= a (C¡ Í¡ + c6) __ @Ñ) 
tổ hợp (c, f, + c; f;) ở phương trình G) đám riêng của toán tử tuyến 
tính Á ứng với trị riêng a duy NHẾ kc === 


bu 


Từ kết quả thu được của bài loán' này ta suy rộng cho các trường 
hợp không có suy biến, nghĩa, là ứng với các hàm Í\, Í;... cÓ các tTrỊ 
riêng a;, a;... khác nhau. Tương: trường hợp này ta nhận thấy: 


Ằ (Gifi+ c;Ð)# aiC Ÿ¡ + a¿ C¿ Í; (4) 





Do c;¡ # c; nên tổ họpci, + c;f; không là hàm riêng của toán tử Ả. 


1.13. Hãy chứng mình ‹ các trị riêng của toán tử Hermite đều là những 


số thực. > 


2- 


Ñ_ „ 


Lời giải. Xuất í phát từ phương trình trị riêng ta viết: | 
“4 ÁP =af (1) 

ấy liến n hợp phức hai vế của phương trình (1) sẽ là: 

_ v Â'f'=af (@) 


¿ =c ] 


” Nhân (1) với f và lấy tích phân ta được: 


` 3 \à 
t¬ So 
Ác Y x 
.__ _., '& L] 
đưỚNG b A fdx =Aa Ỉ £ [ dx (3) 
VẤN" » 
FAN Y4 
“—xv | 
x % Ï | 
].. `. & 

lở ấy } | 


_—— — 
_ | | 
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Một cách tương tự nhân (2) với Í;: | | & 
¬--. 
Do Â là toán tử Hermite nên từ (3) và (4) dẫn đến: F 
9Jf1=m ]flJN .. G 
hay _IG a.. Đó là điều cần chứng minh. K§ 


Bài toán này cũng có thể biểu điễn dưới dạng tích vô hướng. 
Ât=af#,— ( f'LÂt )=( f'la£ )=a(,@# ) d) 








= ) ] 
P ^ Fơ TÂN 
* Kế * th - * _ _ e ÿ * š 
Af,=a, TL, x( Af, lf )={ Ỉ )=3;( T, T, ) (2) 
So sánh hàm (1”) và (2°) rõ ràng a; = a.. Sà 


1.14. Những hàm riêng của một toán tử Houyờớ Â ứng với những trị 


riêng khác nhau sẽ lập thành một hệ hàm. trực giao. Hãy chứng minh 
điều này. 4 


.—. 


P1 ` 
FợS 
Su 


— 
%5“” L. 1Ï + 
n 
ƠI giaI —¬ 
KG HN 
TC VẤY 
` * ` 


Gọi f; và f, là hai hàm riêng bất kì của toán tử Â ứng với Aak trị 
riêng a; và a, khác nhau (a, “ A)) ta phải chứng minh J† LÀN đdx = 
Quả vậy, theo giả thiết ta cóc. š 

Âf,= á) SỔ q) 
nhân (1) với Ý_ và lấy tích phân ta có: 


ÍÍtÂ §dx=a, [f, f; dx (2) 
Với hàm, Š f, của toán tử Ả, phương trình trị riêng có dạng: 
Xà Af,=a,f, — Hay liên hợp có dạng _ 
%SÃJSỐ A2 -¿c (3) 
nhân @) với f; và lấy tích phân ta có: 
£@ y [f,Â' / dx = a; | f; f,dx (4) 


` Trừ @) với (4) ta có biểu thức sau: 


2ó 
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[f;Âf,dx- [f, Â rgđx= (a¡- ay) [ ft f; dx (5) 


Do Â là Hermite nên vế trái của (5) bằng 0 _ @ > 
(a¡- ax) | ft f, dx =0; (a,- a})#0 


nên | j8 f, dx = 0. Điều này có nghĩa hàm niêng Í, và h trực giao | 
với nhau. Ề., ` 

- (Độc giả có thể biểu diễn bài toán này dưới dạng tích vô hướng). 
1.15. Cho hàm f = cosax.cosby.coscz hãy F dày Su 

a) Chứng minh hàm đã cho là hàm riêng của toái{ tử 1 Ha» v 


b}lầm trị riêng tương ứng với hàm riêng Ÿ. . vi 


_ 
£Œ lị 
% # #8 "P 8 Pc =7 
Lời giai. & 
P.4 N . 
2 —t> đ? 


a) Toán tử Laplace có dạng V?=———+>-—+—— 


Ta thực hiện phép tính của phượng bình trị riêng: 


Âf=af § 
Thực vậy: V”f=kf hay. » 
È: v h.: (qÈ 
Ms > COS aX.COS DV.cOS CZ= | 
dx _" 
2 SA 2 
—r “H5. —— (c0sax.cosby.coscZ) 
ĐC ải đy 
3 x ự | 
TH (0221 cosby.coscz) 
Ta thực hiện phép lấy đạo hàm bậc 2 theo x, y và z sẽ dẫn tới kết quả. 


_ HỂ), ¬ 


lề „ (COS aX.cOs by.cos cz)=-a”(cos aX.cos by.cos cz)=-a?f 
c`đx 


“ - 2 | 
7 ———(cos ax.cos by.cos cz)=-b”(cos ax.cos by.cos cz)=-bf 


hi 
<ả. 
_—— ng 
_—S vi 
` 1 “ 
“MỂ lj 
xN : n 
Tự 
Lá 


_—_— . ¬..- . | 
= ¬ ] 


: 
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? ỶNxỶ 


đdz? (cos aX.cos by.cos cz)=-c?(cos ax.cos by.coscz)=cf x3 
Z 


Sế  ¿@ d0 20c (IV 4 đ đ7 đ? 2 Sỳ 
Cuối cùng ta có biểu thức: F* Thy X| +c—— |ifee(atb+tc ĐfS `N 

Biểu thức cuối cùng đã chỉ rõ hàm f chính là hàm riêng, chat toán 
tử Laplace. bu 


b) Cũng từ biểu thức thu được giá trị-(a”+b?+c?) là: tỳ  ieng của 
toán tử Laplace trong hệ toạ độ Descartes. "sàu 


&. 
( >4. v 


1 KP 
1.16. Hãy chúng minh hàm Ïj=sin — x và [;=co&== = X là trực giao 
ä * `Y a 
trong khoảng xác định 0 < x < a. £⁄ 


Lời giải. — Theo điều kiện trực giao Ỉ k: ậ re. 


tử TL 
Šsin — XCOS — Xdx 
⁄ ä ä 


| 
~ h — 
s4 


: IA 
lN xu, 
» 


Do 2 sinÐ cosÔ=sin2 20 nên ta viết: 


—,. 
#-... 


ũ 
TNGG, TỊ 
Á =~ (-De0 


Vậy. ` và f› là hai hàm trực giao với nhau. 


2 


1.17. Cho toán tử Â và Ô là tuyến tính và Hermite. Hãy chứng minh 


1E khi 2 toán tử này giao hoán với nhau thì chúng có cùng hàm 
ch! ng Í. 


3 ời giải. Dạng tổng quát của phương trình hàm riêng và trị riêng là: 






2đ 


| 
| 
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Af=af (1) 
nhân trái hai vế của (1) với B ta có: | . 
B Âf-ôaf=a Ð ï đ@y 
Do ÄÁ và B giao hoán với nhau nên ta có hệ thức: Á ` 
Â ôÊ£=B Âf=Â(Ê0=Âwf=bÂf — A3 @ 
Từ (2) và (3) dẫn tới . 
Â(BÐ=a(ÔÐ TY #8 
Phương trình (4) chứng tỏ Bf là hàm riêng của. toán tử Â. 
Ta đặt Ôf=f sẽcó: Af=aF cái (5) 


Như vậy f và f đều là hàm riêng của toái tử Ậ ứng với trị riêng a. 


Mặt khác ta lại biết: £=hằng SỐ l nêm f-hằng số. f=bf. Vậy f 


là hàm riêng của toán tử Ả cũng là hàm riêng của toán tử B. Đó là 
điều cần chứng minh. = 


1.18. Toán tử động tƯợNG hành Bín theo phương x có dạng Ð,=-1 


Là: 
Ñ 





Tiêng \J, và cho biết ý nghĩa của nó. 


" 'ˆ— 
Lời giải. >> ` 
Để xác định hàm Tiêng _ ta áp dụng phương trình trị riêng : 
Ôx M/=P,W X ^ N - _" 


Ở đây w là hầm riêng và p„ là trị riêng của ô,. Thay giá trị 
P„ vào phương t trỉnh trên 1a có: 


dự dự 
? Ÿ in ““= „ \ự ha ——=— Jp„VW 
& Su” h p 


Sĩ phân biểu thức sẽ dẫn đến kết quả: 


yỊ tH 
„ÂM "Ñ 
¬ = _ ả 
Ấ đự 1 
b .——_ d 
K5 =. Dx .4 
———— 
te M 
- 
4¬ , 
v 
Z=¬`V 
£ a NI 
Am 
k3 Ìn =— lnA 
Á n ,X+ 
"7 SG 
- _ 
Lý >-ự 
J4 J> hÌ 
CS = 
_ » P 
—x:: 
SỐ W 
Lý xXÍ 
\. CÀI 
“ —ử 2 L⁄ 
* 
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- những giá trị liên tục bất kì. 


1 —P,x Ẹ = > 
In ). xÃ hay bế —=Ẻ h & 
ki ˆ < 
Cuối cùng hàm riêng \W/ =A. ©” ắ 


Đây chính là hàm riêng của toán tử 0, và nó tồn tại với mỌt: sà 
trị thực của p„. Các giá trị p, lập thành một phổ liên tục và D6 thể có 


v 


1.19. Cho biết toán tử mômen động lượng hình chiếu theo: Èhương z z 


d 
là M„=ih ke . Hãy xác định hàm riêng của toán tử đầy và cho biết 
@ 


Í % S 
2¬ 
¬.= 


các giá trị khả đĩ (trị riêng) của toán tử Mạ, P- 
&2 
Lời giải. TS 
Giải bài toán này ta cùng sử dụng ˆphương trình trị riêng: 
M z)=Mz Ộ @ à y 
Ở đây ọ là hàm riêng và M; là trị tiếng của toán tử Mz. Phương trình 
trên có dạng: s3 
c= 
__ỳ 
Mặt khác, ta đặt Mz = -nứ với giá trị m chưa biết 
SỐ độ dộ 
LSí M., —=mh ¿ hay -i — =mò. 
3 sử đọ 
Lấy tích phân:sẽ CÓ: | vai m | dọ (2) 
S*# In $=i m @+ln A hoặc 
— | In ï% m @ hay ÿ=A.e”” (3) 


h chính là hàm riêng của toán tử Mạ, Hàm riêng ÿ phải là đơn trị 


4 
nên $¿(o)=$(2x+o). Từ đây ta viết: 





S\7 A. em9—_ A. eim(01+27)_ A. eim9.eim2" ( 4) 


ó6 
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hay HH 5) 
Sử dụng hệ thức Euler e”=cos@+isino cho trường hợp <. ^ 
trên ta có: S _ 
e!"2"“—cos 22 m+i sin 2 m=] @ 


Vế phải của (6) là số thực nên vế trái cũng phải thực, như. thế số 
hạng 1 sm 2z phải triệt tiêu, nghĩa là: ÁỲ 


sin 2 m=0=sin k 7m 
2T m=k 7ñ Ấ\Ỳ 


k=0,‡1,‡+2..nguyên sẽ dẫnđến ` 


mm $: a 


đà, 
A ` : . 
— 


=.` 


Mặt khác từ (6) ta lại có: cos 2 7 m=† =bos 2km 


21 m2 hà 
k=0,+1,+2.. nguyên `' +* sẽ dẫn đến 
m=k=0 1,2,3 KẾ quyên (8) 


Kết hợp điều kiện (7) vĂ: @®) thì m bắt buộc phải là số nguyên. 
Như vậy khi M;=m7 thì míchỉ có thể nhận các giá trị gián đoạn. 


M;=0ñ, + †ồ, + 27, + 3ñ...nghĩa là M; lập thành phổ 
trị riêng gián đoan. Nói cách khác M; đã được lượng tử hoá. 


1.20. Cho hàm ư, được khai triển dưới dạng tổ hợp tuyến tính (theo 
nguyên lí ChÖng chất trạng thái). \/=c; f¡+c; Íy+ca Í...c, f= ` C¡ Í,. 


I=l 
Hãy chứng. mình Ở trạng thái hàm SÓnE / mô tả hệ lượng tử có tổng 
bình phương, môđun hệ số khai triển bằng đơn vị, biết rằng các hàm 


sóng đều chuẩn hoá. 
Lời đài Theo đầu bài ta có: “ˆ GiẰ (1 

P„ F tru 1n Jdoyg@glle xứ 2e (2) 
h 7 

Vé) Do các hàm sóng đã chuẩn hoá nên: 

SÀNG 

s.) 37 
. : 


nguyên hay bán nguyên (7) 


F, —————- --_<__ẻŠŠ.-- 
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Ê ca 
| ủ = 
| /N Ỉ 
lÑ % 
| "dx= cc, |fcfdx A7 
| ự W mỢ 1.595) ¡` “Si 
| P P #. & ` 
| c J _—# 

_ 
¬ 
| ` HỊ È 
¡ — P Ö. =1 z _S 
` | b | C Ỉ G¡ O¡ï— ÁC 
k _ /Í k- 
| I 1 MS s; 
ị 1T 
| Y : JÉ 
0 khi 1 =_ ] " JƑ ¬ hị 
Ö  eann. “... . 2 xây 
Kb Kờ 
ị : l khi I=] ` 
Í Vu: 
| : 
Ỉ KT 
| (. 
| Vậy | É; | ?=1. S}) 
| : : —.. 
| wy 
rˆ ` -.*» . FÀ „ F. ¬— * 
SA 
Đó là điêu cân chứng minh. ©)) 
đ¬ ví 


1.21. Xuất phát từ phương trình chính tắc của cơ học lu ơng tử : 


_ 

, SÑW 

ân BẦU ,: “Mu ~ TS, 
1l — =Hự Vớiw(qÐhấy x3 
ơi bộ 





a) Thiết lập phương trình Schrc 0đ n 
È(q). đc 

b) Cho biết ý nghĩa của Muột Km phương trình vừa xác lập ở 
câu (4).  Ñ 


K. 


Lời giải. 
a) Phương trình s-hrödhg geT phụ thuộc thời gian có dạng: 


&. ?ịn s =Ñụự „ (1) 
ho N » Ớt 


Hàm v/(q.t) cố. thể phân tích thành hai thừa số: một thừa số chỉ phụ 
thuộc vào toạ độ $@) và một chỉ phụ thuộc vào thời gian f(): 


&>* w(q, Đ=ð(4) f() 2) 
„ Ô : 
Thợ vào (1)ta có: iñ -— [ð(q)fĐ]EÑ[@(q)f()) 


“. 


TA = ñ không tác dụng lên ” nên ta có: 


Ẩ ^ 
Œ — ` 


Ỳ lñ lứa ) “0 —tro fe() 


2 
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c1 df()_ Hè(q) By" 


tứ} & - ‡ấU c 


Là 


khác nhau nên đun Sẻ chỉ có thể nghiệm đúng khi cả 2 vế bằng đc 
hằng số. Ta gọi hằng số đó là E. Lúc này phương trình (3) được tách 
thành hai phương trình và mỗi phương trình chỉ h ng :~¡ một 
biến số. Từ (3) ta có: 





II dí(t ZđŠ + 
Ba =E hay `> 
f ( f ) dt R¬., b4 
KH hong e  @ 
f(t) h J4. : 
3 (q ) ` # su 


Phương trình (5) chính là phuết©” trình SchrÔdinger ở trạng thái 
dừng với hàm È(q). Đó chính là phương trình hàm riêng, trị riêng rất 
hay gặp trong các bài toán của hoá lượng tử. 


b) Để tìm ý nghĩa của hắm ộQ), trước hết ta giải phương trình (4) 





để xác định hàm ft). Quả vớy n = E [at 


là _— củ 
TỶ“ T——= 
¿ˆ . 


£ 


Xô : 
2 ,Ä ượ— E t+Ìn c 


1M: ——El 
_— In f()=ln e " +ln c 
\ự w' 1 
Á ^nY — HÀ 


Tiềm đây đủ có dạng: w(q, )=ở(q) c. v? =è(q) € nh (@y 


€ . Ta không cần xét hệ số c vì hàm sóng trong cơ học lượng tử được 
Á Xắc định đến một hằng số tuỳ ý. 


“y 


3-BTHLICS 3.2 
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MI 
| 
| 
| | ha 

š 1 Ñ 

* _- ng A2 
W*(q,Ð=# (4) e 2 K@ 
Y nghĩa của hàm sóng được biểu diễn thông qua hệ thức: = 
2—| _ CỲ 
| ÿ (q,0 ^ =|V * "|. Ấy) 


Quvy - lựw*Ì=4@)e*-#@)©° ' —(q) Ộ 'e-lwÍ° 


Như vậy Ở trạng thái dừng, mật độ xác suất có mặt của Vi hạt tại 
một vị trí nào đó trong không gian không phụ thuộc vào thời gian và 
có giá trị bằng lủ(q) lễ. GV: 


“eÀ 


1.22. Cho hàm sóng \/=e”“ cos A+e“*sinB,  Ạ. % B là các hằng 


_ số, hãy xác định giá trị động năng trung bình của ví hạt được mô tả 
| bằng hàm sóng đã cho. Ạ 


ˆ `>x 


AT y 


„` 
ứn 


Lời giải. Toán tử động năng có dạng sau: -. ` 


^2 2 42 = 
¡L - P Tà. lế _ theo phương x) 


Áp dụng giá trị trung bình của niột đại lượng cơ học ta viết: 


% 
K_. 
_ 








Thay giá trị hàm sóng \ỷ ¡đã cho ta có biểu thức 
2 
ke“ cos 4+ e"”“ sin B)u: 


Khai triển = số ốta s'ẾHgớG: 
| Ỉ Ự/ "l0&)?e*“ cos 4 + (—¡k)”e""“ sin Blir 


Tự 


J‹= * 
| `.  WỞT 
| jm.. 
k- 
| — 
» 2x2 kh +Jr2 KT _*' 
=7 k/*ei A+i hˆe Bìd 
œv T—Í Ự (¡ cos 4+ “k“e "” sm 7 
.: 
| P: ` ự ==- ————————=———Ồ--ễ-—————— mm 
xe # * 
Ẩ 4 Ự wả : 
“<< - 

 Ế) _ 

GÀ Nú 

NC M 
DI Nga 
ị SẾt — ` 
ị = 
| VẢ. h: Ú 

w 


+2 
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2 
_ — [ w`(—k?)(e'* cos 4+ e"“ sin B)dr 
t” 





hˆk” 





| ự"(e”“ cos A4 + e""” sin B)đdz _ỳ 








“đ— ~ 
= hị b; 
| ự "ựd t ;——a 
K V 
bi - 
⁄S l| 
`... 
h 2 k + —N~- 
: _ { " : 
Ự Vđr 2,2 `—Z 
h“h <7 
CC | ũ 
HE HSYGNNNNNNNE ` 
la T 


tt 2 F.. V 
ụ VWđT lái “*x 
Kh — 


1.23. Dựa vào g1aO hoán tử Ä Ô-B Â hãy xác định. các giá trị thu 
được của toán tử Â và Ô cho các trường hợp sau đây: 


a) Ẫ= 
b) = 


cà Ẫ= 


L ” * ả ì Xi” — 
'N 
ờI giả S, 


a) Theo thông, k muốn xác định các giá trị cụ thể AB-BÁt 


lần lượt thay C¡ đê biểu thức toán tử đã cho và tiến hành các phép biến 
đổi tương ứng. 





n — P cu d df X 
` AB=— [X 1X) |=X ( ) +Í(x) 
Cy? dx =° 





/F 
“¬S> X X 
N_ 
¬-: 
JÊT” —N bẻ 
FÓ ĐA j 
he d 
ZT + 


GẮN, AB-BAÁ=|—x-— x— f(x)=f(x) hay 


ng 

Ác 
LẾ tr. dx 
 AnớẬẴẶ * 
PA ở Ỳ 

—. 


/ÿ 
° 
tỐx M 
. +2 
t . 
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, mm. 
| ' TÊN, X SI Mị 
d dđ\ fŒ%) A2) 
= ko ong 
| —X—X— |=———=Ì “S y 

đx dxj Í(x) `Y 
." ¬" 
xi 


b) AÔ= 


dx € 
| ` € ° 
| mm ˆ d „/t[E X NT 
| BA=8? —f(x)=x— — TP - . &Ny: 


% % mu 
đx dđx N 

l ` % 

' Eu 


AB- BÁ-— *“ˆf@&)- Ấ“ bó f(x)=2x tạ)” 
dx đx nà 





| c) Để xác định giá trị của giao hođềt tử với giá trị đã cho, chúng 
| ta phải thực hiện một loạt các biến 46s 


Ï by si aấ Xu Gối àN š 
(Â- P2 (X+® Đ¿) (Xa Ðx) 





tệ  ¬ )+i Ð,8)-Ú ô/ ] 


—— 
uả 
Ân s 


lÌ 


"k | 
Lư t2 Ị "ng F-u L 
" 


| 
|” 
t3 


lều (1Ô,)i 0,Ã)+Ð, ] 


k, 
.>* 


6a l sa nỉ 
1D B2 ~c (+ ð)=2 (ri B2 (R+i ô2 


-n 
„e 


› 
Ñ Tuệ, _" 
Xe—- sốt Ì 
=.- _— ¬ 
để l 4 
xx 
H/ | 


li 
\ 
1 
-_ >>“ 
k- ` Š 
LỄ “` 
⁄ ¬ 
Dị —. 
N Ông 
t 
Tạ, 
_—h 


— 
m4» 
tả 
+ 
p4» 
HS› 
> 
Vu 
HS› 
„= 
„d» 
>— 
tu 


#Ƒ 
hb[— t3|= 


- Lạu “~ ^ +... ^ 1 
| 2 `\y = l&~+§ 1Ð 1 Ð,X)†Đ, ] 


3ó 
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Thực hiện phép ÂÔ-Ê Â ta có thể khử các số hạng Â? và ÿ'. 
Vậy: — 


lx (—1 ) Ba, ., h— » -PnS lé Y 
dx dx đx đx. ` * 


xh bã + h — xh hã + h —_— VI h = < ự 
dx dx 2 ` 


Kết quả cuối cùng ta có: AB-BÂ= h^ A 


1.24. Hãy chứng minh các hệ trực geoXÖš sau đây rồi rút ra các kết 
luận cần thiết. la. 5 


Ï_ 
ˆ ˆ ˆ cá 
0N. mm 
a) ¡M,, My]=ih Mz @_-7 
Á. 
^_ CA đề, 
b) [S7, S.]=0 — 
kị t1 lHö Pa ¬ 
<3} 
Lò N So 
ời giải. — 
Â% S 


a) Để chứng minh biểu: thức này ta áp dụng qui tắc giao hoán tử. 
Trong trường hợp này í lạ Có: 
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-Ì | 





ˆ ˆ ˆ lỆ | 
| M, M,=M, M_-M, M, ` 
| 2 z 
| ồ ö Ồ 
| _:2+2 2+ 2 
ị =IˆÏ hề BI -⁄“h “ây 

=-Íˆ h? X——Y— £ 


=1 ñ (1ñ) v.vˆ Tin Ng 


Như vậy toán tử mômen động lượng thành phấn không ø1ao hoán 
từng đôi một, nghĩa là chúng không đồng thời xác định. 


b) Theo định nghĩa $?= $ +8 Mã ẩ sô hay 







F) 


"(0 1 
4 |1 


Mặt khác: [Š2?,Ê 


Vậy [S2S.J = 


Kết quả nầy: chứng tÒ toán tử bình phương mômen động lượng 
Sspin tổng giáo: “hoán với toán tử mômen động lượng spin thành phần 
theo một phường xác định. Điều đó chỉ rõ 2 đại lượng này đồng thời 
xác định". 


_v 


Trong cơ học lượng tử, các giao hoán tử giữ một vai trò rất quan 
trọnig. góp phần giải các bài toán hoá lượng tử liên quan. Để làm điều 
| y›người ta thường áp dụng các giao hoán tử biểu diễn dưới dạng 
| mốc Lie[ Ì. 


ì 
— Vídu: [§„,Ê§jE0;  [ô„ôj=0 


3# 
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`. L8 số ị 

[Â„ Ðj=ih ð| 81s) 

bPj Ú |1khii=j - " 

Kí hiệu i, j ứng với 1, 2, 3 thay cho x, y, Z.  e` | 
Qui ước dấu theo hoán vị vòng: _. _ &<* : 


Thuận theo kim đồng hồ 12 3-7 51—=3 † 2= Ï ` ~ 
Nghịch theo kim đồng hồ 32 1=213=132=-1“. N 


1.25. Hãy chứng minh các hệ thức giao hoán sau đây AhP Ta a biểu 
thức chung cho các trường hợp.  a)[M;, 8;]=i ñ TÊN : 


b) [Ñ¿, ô;]=i h. ® | 


c)[M¡, M;<Í® M;, 
Lời giải. _ | | = | 
a) Chúng ta biết toán tử mômen động ` ượng hình chiếu thành | 
phần theo các trục có biểu thức: EU | 


M;=8;zâ: Đo > _ : 


PS Tử 


Thay biểu thức này vào LÑI hÃ ›] ta có: | 
[M¿, § X;|= lấy Õ> Ä; Ðạ, Š;¿] hay 
s ƒ Da: X¿]- [Ä¿ Ô»,; #. 

Sử dụng dạng móc Lịc: 


L[A B,ÊJE Âtô, Ê]+[Á, Ê] B ta có: 


.ã =Ä;LB¿z,*¿]*+[Ã¿,Ä;]Ðx- 3;[Ð›,Ä¿]- 8z 82] P› 
2ˆ =0+0 -Â; 15-0 


” 
= 


[M¿, &;]=i 8 Â¿. 
[M;, Â›]=i ñ â:. 
[M;¿, 8:]=i ® 8, 
[M¿, Âj}=i h Â:. 





h T 
ti uấ? - 
.. 
bà 
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thông thường. : sš 





COM 


b) Chứng minh hệ thức [M ¡› Da] ta cũng sử dụng các móc Lie “` 


(M,. ô;]E{Â; ôa-Â: ôz, ôz|F[8: ô+ Ôz][: Ô+, ba], w 
=Ä;LB:. Ð;|*[Â; Ba] Ôaz-Š: LỘ›. Ðal- 18: Ƒ ôi 5, 


=0+iử ô;0-0 s.. XS 
Vậy: | LW¡, ôzEi # Ð: ` 
Á 4 ) 
IM„ÐjElhÐ, LÝ 
^#% 
c [M,, M;JEl§; Lúa › Ôz. Ä¿ ÔrÄ+ Bà] 
Ty 
Áp dụng dạng [Ä, B-Ê] ta có: ` 
=[Ñ; Ồz- Xà Ô¿. 3a ồn TRÍ Đa Xã Ôz. Xị Đa] 


Sử dụng đạng [Ä-B, Ê] sẽ Có: 


¬: 
v_ S 


he 


=[Ã2Ðs.32Ð¡]- TÃ3PzÃ:P.HÄ:Ð» X:P¬Ì*[Â:Ð;,8 
Áp dụng đạng [Ä B: { KẾ]: sẽ CÓ: 


^ 


=42LP»Ã Ä⁄8/J48„# ÄzÐ¡|Ð-- Ä32[P›,8 3Ð: ]-[Ä:.Ã:Ð¡]Ð› 


"O› 
_ 
= 


-Älô» Ä¡ô:P [Xz„„X ¡Ð3]ÐztÄ:[Ô›.Ä 1Ð2HR[Âa.ÂÑ;¡ ĐaÌÔ:; 
Sử dụng dạng (Â. B Ê]ta có: 
~â›([ô»8:]ð+Ä:[ô»Ê ]]+ [Â2zXaÌô¡+3:L§:ô;| lô: 


F. »' Ã;{[ôz,Ä8:]ô +82[ôz.ô›]}-{(&»„8&:]ô +8:Í&:ô,]} ôa 
2Ÿ-t.0p. 1JÐz+#,[ô»Ð›]}-{$z.8¡1ôz+ÃjLÃzô:]} ô› 


“^ 


+8:{[ôz;&¡lô;+8,Lôzô›]}+{{Ä2.8.]ôz+8¡[Ã:ô›]} ô› 


WWW.,EACEBOOK.COM/DAYKEM.QUYNHON 


<<)” _ Trong các móc Lie chỉ có [Ô, Ä;]=i# và [Ä;, Ðạ]=ih 


Vậy  [M,, M:] =â;ih Ô¡+Ã¡1ð Ð; hay 


nỈỈ, 
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=iñ Â; Ð¡ti hÂ¡ Ð¿ 
=I h Xã 0z h Xã Ôi —Y 
=1 h (Xi Da-Xs Di)=I ;M;: 


Một cách tương tự ta có các hệ thức: £ ` 
LW,, M;}Ei ñ Ñ, e& 

[M;, M;}i z M, Ñy 

[M„ÑMjrinÑ, <` 

Nựy | 

1.26. Chứng minh [M?, M;]=0 4À” 


Lời giải. Ta xét cụ thể trường hợp M, là Ñụ 


quả: 


F.4 nu tu 
Z-, `. MỊ 


Ăn Ti. 
= 
Á VY 


Chobiết  M?=M?+M?+M?;M, có thể là M,,M;.. 


Sử 3= X , đã chứng minh ở bài 1.24 và 1.25 sẽ dẫn tới kết | 


— ` 


[M?,M M JELM?+M?+M2, Ki hay 
{=[KI,ÑI,+ÑÑM;+Ñ,ÑM, MJ 


Áp dụng các móc Lie thông thường dạng [A B, X sẽ CÓ: 


=(M,M,, M IxIÑ, ÑH, M,+[M:M;, Mj 
=M (Mị,M" IHẾU M.IMrrÑ[Ma.Mt |a[M;,M ÌM; 
+ÑU,[ẤE..Ñl jM:,M 1M: 


" IM?M,Le0 
Ấn viết dưới dạng tổng quát: — (M?,M‡=0 


E: - l#nđ ÑI=än Win SN M,+i?h Ni NI, 


Tạ. Chứng minh các hệ thức giao hoán sau: 


a) hùy ];]=iñ Jn 


b) [12, Ì,]=0 
Z7 | 
| 
| 
| 
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| | | 
TY Hà f2. 3_jy¿Ê ^ 
Với J”=]j+]2+Jˆ; J=M+S _ 
Lời giải. | K 
ä) [Ÿ„ ];] =[W,+Š,, ],]. Sử dụng dạng [Â+B,Ê] sẽ có: <ˆ^. 
| | =ề 
=(ÑM,, Ì,IxIễ,, Ì2J hay ." 
l. 
=M, M;+§; k(§,, M;+§;] =” 
=[M,, M;+[M,, S, HHỂ:. ho Š L 
= ihM; +0 +0+1l SuS Ấ 
= ih(M;tŠj}ih Ì; _à 


Vậy: 


[?*.Ìủ 


(Ầu ÌzJEi h Ì; - 
ˆ @\ 7 


lẬ, bn ñ Tụ 4 Á 


[Ja, Ì¡]=i ñ F ) 


b) Cũng bằng cách sử dụng ' các dạng móc Llc quen thuộc ta tiến 
hành khảo sát hệ thức: 


“Út nh jJ¡#[}Jj] hay 


`» 


¬hh, 1H1;);, j TJ+H1;, 3 lñ 


Dựa vào dạg TÂ B, C]ta viết: 


ST tuñ Mi 111 *1 121 m1„113+3:1123130).113: 
k= kết xã thu được ở bài 1.25 ta có: 


Ác W 


| 42 


hhn flIệu trích đoạn bởi GÌ. 


` }Ệ ];j=0 
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1.28. Hãy chứng minh rằng mômen động lượng thành phần hình. 
chiếu trên trục z và mômen động lượng bình phương tổng đều v ^^ 
hoán với toán tử Hamilton viết cho nguyên tử hiđro. Từ kết quả thự SN 
được hãy cho biết ý nghĩa. A sà? 


Ko) 
/ 'Ả 
hộ S — 
— ca, * 


Lời giải. : 
Từ lí thuyết của cơ học lượng tử ta biết toán tử mômen động hình 


chiếu có dạng: M„=-+h — nhưng bài toán hiđro được thực hiện 
X 


trong toa độ cầu nên: KÑ ' 
n : d N , 
M ưng, ng `. 
dọ _* 
Mặt khác, toán tử Hamilton viết cho nguyên tử tử hiđro: 
? CS | 
H =-— V?”+ Ù ` ị 


Ta loại bỏ Ù=U vì không có biến ến số ọ: “Toán tử Laplace V” trong 
toa độ cầu có phần biến số theo r và theo'9, @. Trong trường hợp này ta 
chỉ chú ý đến phần có chứa biến số Đ, nghĩa là: 

: 1Ð # 
sin 9 ôâgf 








Thực hiện phép giao hoán tị tú giữa toán tử M; và Ñ như sau: 


[Mz, Hựữ=Mz ñ£ñ M;zf. Quả vậy 
“ả[ #*( 1 ðẺ 











M„Ñf = -—I—- f 
“dọi|  2mtsin 9 ôp? 
tây ` Ñ 
ÁV) ỳ Sậm _, ] Ø” 
Á ¿ _ Itvt ? 
^ ˆ 2m'dol|sin?9 lột, 
`ẳv tự 3 3 
_ h I ˆ Øfi 
`” = LẦN —..—=.1.-.... 
“* — “. 3 
©\y 2m siInÐ Øop 
= ? 
.- TẾ g ^ ] ồ Ồ 
tà ñÑ +). 
LN IẾN › _— 
Ñ' XI 
“Sà 2m sin?9` âp? lôi) 
Su. v 
s4 
TS | 
S7 +7 | 
| 
| 
| 
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xả 








"¬ : Ax 
1] ; 1 : f P°à2 
| GA 3 _“y 
| 2m sm 9 Ấp ` 
So sánh kết quả thu được ta có: _ “ 
_ M;H-HMxe0 3z 
Vậy Mz giao hoán với ÏĨ. “sà, 
Để chứng minh toán tử M? ø1ao hoán với ñ ta đực hiện các 
| bước như sau: _*: 
NH Vc vây vẽ 4 
i M = Mˆ + M; + Mộ ta : 


A^=Z 


Khi MỸ hoặc M? và Mỹ giao hoán với ữm có nghĩa M? cũng 


S2 


giao hoán với H. ị Xà 
Quả vậy: [M, ñ1= íM, ÑI,ñ1<ÑIÑU, ñl+IM.,ñ] M, 


Chúng, ta vừa chứng minh được: giữa M, và Ñ là giao hoán với 
nhau nền M và ñ cũng ø1ao hoán với nhau. Thực vậy: 


M LWI,.ÑI;[ÑI,„Ñ1Ñt,= .M „[0]z{0] M „=0 
Bằng cách tương tự ta cũng ‹ CÓ: 


[M, hình và [M?, Ñ]=0 
Điều này dẫn đến: sŠ XI, H]=0. 


Như thế toán tử `)bình phương tổng mômen động lượng và toán tử 
Hamilton viết chọ nguyên tử H ở toạ độ cầu giao hoán với nhau. Khi 


M„M?, :øiäo hoá với nhau, có nghĩa là giá trị mômen tổng bình 
phương và. mmômen hình chiếu động lượng cũng như giá trị năng lượng 
sẽ đồng, 4hời xác định. Điều này sẽ được vận dụng khi khảo sát 
nguyên † tử 'hiđro trong trường xuyên tâm. 


⁄S— 


1. 29. 'Hãy xác định độ bất định về động lượng và tốc độ cho một 
eleétron khi nó chuyển động trong một vùng không gian theo một 


| % ⁄448hieu xác định (giả sử theo chiều x của toa độ) với độ rộng bảng cỡ 
| đường kính của nguyên tử ~ 1 Â. 


Z4 
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Lời giải. Theo hệ thức bất định Heisenberg. 
A,. Ap, > Ï | 

§ jùôã1G *“jx ` 


Ap,„= ————=I.055.19^ˆ kg.m.s ` ^Ỳ 
° Ax — 110m : Si 
Ta lại biết: Ap,=m,.Av,. Từ đó suy ra: Ỷ°>* 


À ~24 = 
Đ, _ 055. 10 k báo =] 1U l0âm n _ 
91.10 “kg. | 


¿ 





Av,= ` 
Ệ ` 
Từ kết quả thu được rõ ràng tốc độ của electron làšác định được, 


trái lại giá trị động lượng Ap, lại bất định. Như ghế: 2 đại lượng này 
không đồng thời xác định. ˆ ˆ ` 


1.30. Hãy tính bước sóng liên kết de Broglie: chó các trường HữU saU: 
a) Một vật có khối lượng 1,0 g chuyển động với tốc độ 1,0 cm.s” ị 
b) Đối với vật thể cũng có khối lượng như thế, nhưng chuyển ' 
động với tốc độ 1000 km.sÌ. ~= 


c) Ở nhiệt độ phòng, một nguyễn. tử He chuyển động với vận tốc 
1000 m.s1. Cho He=4 0S 3 


` .”. 
Lời giải. %- 
= h$ } ] 
, 


Áp dụng hệ thức de. 'Broglie: 


_" 
ch 


SỞ x. 
N= sẽ thu được các giá trị À như sau: 
NY 


S. _w 


6,62. 10 1s 
“ LÔ) 10kg. 1,0.10ˆ?ms ˆ 


34 
b) ^À= TũÌn họ giữ ng 2610Yn 
~ 0.10 kg.1,0.10°ms” 


c) "` v...` 0,997.10!°m~ 1Ä 
' Ón LEO NET RE NT TS RENENENES%— s : ƒn ~ 
Š, 4,003.1,660”kg.1,0.10°ms'” 


Sắc kết quả của À. thu được đã chỉ rõ đốt với trường hợp a, b bước 

< TẦN là quá nhỏ nên hệ thức de Broglie không có ý nghĩa, còn đối với 

% trường hợp c) thì giá ^. cỡ kích thước nguyên tử nên biểu thức này có 
„“;' ý nghĩa. 


'„,l — Dx.ấ l | 


Pu S1 
T NỊ 
“< l 
—. 

1 rủ l 


vị 45 


a) =6,6.10”m 
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1.31. Dựa vào nguyên lí bất định của HeIsenberg hãy cho biết độ biến,“ 


thiên năng lượng AE và thời gian At thuộc một hệ lượng tử có ng 
thời xác định không ) 


Ho hs, 
SỐ T 
È 


lời giải. Hệ thức bất định Heisenberg Ax.Ap, > z, đã chỉ ra nét )iến 
thiên của toạ độ Ax và động lượng Ap, không đồng thời Xác s (ph ¡h. Để 


khảo sát 2 đại lượng AE và At ta xuất phát từ: ẤN) 
_ my.) _Ppˆ hay % 
ÿ; 2m 2m VN v” 
dE=— dp=vdp do p=mv. Ả> 
mm K »ự 
` 
Mặt khác ta lại biết: y 
Á — 


= do vậy đE— đp, hay đẸ, leếey đp,. 


—= Ỳ 


K 
Sự biến thiên của E và t có thể được biểu diễn bằn g: 


AE At=Ax Ap,. Như r VẬy AEAt > ở 


Biểu thức cuối cùng đã chỉ rõ độ biến thiên của năng lượng và 
thời gian thuộc một hệ lượng. tửTà không đồng thời xác định. 


1.32. Biết ngưỡng quang cỏ điện đối với kim loại vonfram (W) có bước 


sóng Àg=2300 Ả. Hãy xác) định bước sóng ^. theo Ã của ánh sáng tới đập 
vào bề mặt kim loại W⁄ để làm bật electron ra, biết rằng ánh sáng chiếu 
vào kim loại có năng. lượng tối đa bằng 1,5 eV. 


Cho H=6, 62 10% J. s; c=3.10 m.sỶ 
Lời giải. Án ni ø hệ thức đối với hiệu ứng quang điện ta có: 


Ấ 1 1 1.E_1 
Á YT=E=h (v-vạ)=hc |————| hoặc —=—+—— 
` À_ À¿ À hc À, 
“Øây E=l,5 eV=1,5. 1,6.109J 
JSy A„=2300 Ä=23.10Ẻ m 


—“ 
& `# 


Thay các giá trị tương ứng vào biểu thức trên ta có: 


c1 
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| 15.1, 6 10”1 | 

^. “TT hay 

À, 6,62.10”1.s.3.10°ms' 23.10 ”m 
=(0,1208.1017+0,43.107) m' “Ề 
=0,5508.10” m'=550,8.10 m1 => 

=—*— m=1,8155.101? m=1815,5.10 6” 

550 .8.10"” ( Sề> 
Vậy: À=1815,5Ä Ñ" : 


1.33. Người ta biết năng lượng cần để ion hoá một ñguyên tử là 


3,44.10'3 J. Sự hấp thụ photon có bước sóng ^, chưa. “biết đã làm i lon 
hoá nguyên tử và bạt ra một electron với tốc độ. 1, ,03.105.m.s1. Hãy 
xác định bước sóng À. của bức xa tia tỚI. C4 


Lời giải. Theo biểu thức xác định được đốt: với hiệu ứng quang điện 
có dạng: 2 





IE=hvgạ chính là năng TC lon hú làm bứt eletron ra khỏi nguyên 
tử. Như vậy ta vIết: @ 


S mui: "` hay 
É) À 


“HHỢY các BÁ trị tương ứng ta có: 


KỘ 
" 


y 6,62.107”1:s.3.10ˆ°ms” 


kề 
ca 3,44.10791+ 2 9,1.10””'kg(1,03.10")?m?sˆ? 


ng =5,06.10 m=506.10'° m 
Vậy: À=506 Ä 


41; 34. Hãy tính năng lượng (theo J) cho một photon và năng lượng 


°- “(theo K]/mol) cho một photon bức xạ ứng với bước sóng. 
ly a) 600 nm (đỗ); 


_ 
PL 4 


. 
ÔNG 
-— _-. 
—x 
vớ” XÁM 
VN ` 


¬S ^¬. ] 
....: 
—~. 
v +4 
"w 7 


| 
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đ) 200 nm (tím) Á NG 

©) 1,5 A (tia X) ủ S ` 

ƒ I cm (vi sóng) 8Ñ 
Lời giải. Theo hệ thức Planck ta có: @ : 


| 
s 
b) 550 nn (vàng); ^= 
| 
| 
| 


E=hv= .zg k. & 


N,hc —Y 
và E (cho 1 mol)=N, E=—^ CS 





£S án 
hc=6,62.104 J.s. 3. 108 m.s1=1,986. 10°J.m 
Nạ hc=6,02.10?? mol". 1,986.10?5 Jm>0,1196.J.mmol'' 
-5 x> 
Vậy: E- 286.10 jm , ï 7S _# 


0,1196 Jmmol ˆ 
ky N 


E (mol)= 


Các giá trị E và E MU thủ Sex: ở bảng sau: 


l_ 105 


mm CV CC CV. .y,,/Ợy A1,77/777..111 


132.10” 


nail i11 0111112100000 cố s.  aznaannaaanrernnnailihi nhi naiananaannannraninii1i1000012000100. 0n an on ha smanazannnnanannnnynnnnaniinnnninsiiii ni... na... 


1,99.102) 


ị 1.35: 'Một đèn natri phát ra ánh sáng vàng ứng với bước sóng bằng 

| 550 nm. Hỏi liệu có bao nhiêu photon sẽ phát ra trong một giây nếu 
_ công suất của đèn lần lượt bằng: 

\Y a) 10W 

y b) 100W 








Zá 
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Lời giải 
Ta biết rảng công suất chính là năng lượng trong một đơn vị thời.. ° 
¿»` 
gian. lheo đơn vị SĨ thi: x§ 
^^ 
kgmsỐ J _^y 
W= kẻ ~ của lãi —=— =]sÌ F ẢN. 
, Ề CS 
CS 
Theo Planck: E=hv cề* 
`. 
Số photonN phát ra trong một giây sẽ là: @* 
pEN. h v. Từ đó N sẽ là: Ï{—_.” 


TS ÁP ` 


—Í nN: 
hv hc sms CS 


Kết quả thu được sau khi thay số vào số là 


xưng “0s 10?! p. 2 
6,62.10ˆ1.3.105 


a)Với p=l0W=l]J.s!; “VY _550 nm=550 10”m 
N=5,035. 10# + 550.10? =2,77.101 s 


b) Với Lông W=I00 J,s`; A=550.10?m 
_ 5,035. 1021, tớ, 550.10=2.77.10? s 


Kết quả thu được chí ) ứng với công suất bóng đèn I W phất ra 
ánh sáng có bước sóng` bằng 550 nm thì sẽ có số photon phát ra là 
2,77.10” hạt trong ẪA giây. Đối với công suất là 100 W thì số hạt là 
2,77.10”” trong 1 giấy. 


1.36. Người ta, đồ được bước sóng khuếch tán ^°=0,22 Ã theo hướng 
làm thành một, sốc 45°C với phương của chùm tia X đập vào nguyên 


tử thí nghiệm. Hỏi bước sóng ^. theo Ä của chùm tia X trong trường 
hợp này bằng bao nhiêu 2 


Lời giải 
Theo đầu bài thì đó là thí nghiệm minh hoạ cho hiệu ứng 


Cornipton. 
\$' * Với hiệu ứng Compton người ta đã chứng minh được biểu thức 
__^ như sau: 
SVj  ¿pTHLPS | 42 
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_ h h .,Ð Tụ: ` cư 
| À/-À=— (I-cos 8) =2—— sin” — S 
| [1C mc BỊ ~ 
£ c% 
A là bước sóng khuếch tán <. ) 
À là bước sóng của chù 1" sà X 
chiếu tới. &`Y 
` : 
| * „F su + - x, À ) 
| Vậy biểu thức trên có thể viết: ˆ= 
h h 0 Œ VY v 
| À=X- =— 2sinˆ — x. T3 : 
' biời Ấ =) 
| Với — A/=0,22 Ả=0,22.10'2m FC 
0=45° @®3 
ST /ÔkY/ 
-3 mề 
h_. 6,62.10”]s  = 


mcˆ 





9.1.10””kg.3.10” ĩns” 


>2, 425.10 m 


Thay các giá trị bằng số vào biểu tức trên ta có: 


À. 
=0,216.10”9 m _Ê 
Vậy: ^=0,216Ä Sà# 


1.37. Cho biết một eletron "chuyển 


4 
=0,22.10'° m- 2.2405 '10°2 m sin2 = 


động trong một trường với hiệu 


điện thế U=1000 volt. Hãy xác định bước sóng liên kết de Broglie ^. 


L rò * Đo j 
4 — 
v 


(ÄÃ) là bao nhiêu ? 
Lời giải. _ 


iu 


Khi electron cÑùÿển động trong điện trường ta có thể biểu diện 


dưới dạng Điểm › thức Sau: 


—»E=q.U và 
Œˆ vì Y | 
Š h Ì Ị : 
| @`^ T=E=—mvwˆ hay 
`... 
ị '— ủ 9) 
| —— 
Ị F2 =- 
—¬ HS h¿ w¿ _ 
z —mv=qU hoặc 
—— Â E 
' #@NkM 
/ 
LÔ” 3 2q U 
LỚN, . V= 
“~? m 


| SỨ 
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đc» \/=(còs X) e“*+(sin 4) e”" 


Ö_1n_ h 
my (2mqU'? Š. 
Ở đây: qU=1,6.10'”. 10007. &Ề 
Thay số vào biểu thức ta được: “và. 
6,62.1079J.s N 
_ (.9,1.107"kg.1,6.10ˆP.10) ĐC k 
=3,88.10'' m=0,388.109m : `, 
Vậy: À_ =0,388ÄÃ : &° 


C.BÀITẬPTƯỰGIẢI - S 
1.38. Hãy chứng minh các hệ thức giao hoán sau đây: 
a) [M;; l3 Da|=l h P 3 | C z 


| 
bị [S,, SŠ;]=i ñ Š; " 
Từ các kết quả thu được hãy cho biết nhận xét. 


1.39. Khảo sát tính chất sóng cho 2oạï vật thể với ‹ các thông số sau 
đây: 
a) Tính độ dài bước sóng tế Ìn cho một proton với khối lượng 
bằng 1,67.10^2g, khi chưy n động có động năng bằng 1000 eV. 
b) Cũng câu hỏi này áp dụng cho một chiếc xe tải nặng I tấn 
chuyển động với tốc. đồ 100 km/giờ. 
Từ các giá trị À tìm. được hay rút ra các kết luận cần thiết. 
Đ. MS) `Ÿ :a) _ À (proton)=9,I.1013 m có ý nghiã 
» b) À (e)=2,38.107 m không có ý nghĩa 
1.40. Hãy "uy biết nà be hàm cho dưới đây thì hàm nào là hàm riêng của 


= 





toán tỬ —— - TẾ ) `4 


LmU 
LẺ, 


a) ghi b)ỳ cos kx; c) k 
, Su e) e 


ĐÐ.S. a); b); c) và đ) là hàm riêng 
_ e) không phải là hàm riêng. | 


ải. Tính giá trị \DHE bình của động năng cho một vi hạt khi chuyển 
^ động được mô tả bằng một hàm sóng có 'Äghế: 


357 
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Họ ® *⁄Ó “ P.1 ". -È 
| Với y là tham sô. TC 


232 .Ý 

ĐS.  (T cễ , . 
1.42. Người ta dùng đèn He chiếu một chùm bức xạ tử ngoại với Bước 
sóng À=58,4 nm lên một mẫu kripton thì thấy chùm clectron bật í Ta 
khỏi kripton và chuyển động với tốc độ v=1,59.10 m.s! Hãy xác 
định thế ion hoá của kripton. 


Cho h=6,62.10”.J.s; m=9,1.10”Ì kg =_ 


W + 


ĐS. I=2,25. 1048214, 0eV 


1.43. Để làm bứt electron ra khỏi bề mặt kim loại xeši (Cs) người ta 
phải tiêu tốn một công bằng 2,64 eV. Hãy xác định. động năng và tốc 
độ của electron bật ra khi chiếu sáng vào Cs SỐ ước sóng lần lượt là: 


a) 700 nm SN 


b) 300nm : Y 

ĐS. y “ dÏcctron không bị bật ra. 
„ ) T=3,19.107 3 
ẤÝ — v=837kmx' 
1.44. — a) Hãy xác định độ bất định nhỏ nhất về tốc độ của một quả 
bóng có khối lượng bằng 500 `gam, biết rằng nó ở một vị trí nào đó 


trong không gian có một. L khoảng là 1 im trên một dụng cụ để chơi 
bóng. SN + 

b) Một viên đáqŠỀ6 khối lượng là SERMD được bắn đi với tốc 
độ vào khoảng 35. 000001 và 35.000000 m.s'. Hãy xác định độ bất 
định nhỏ nhất về vị trí Của viên đạn này. 





Lưu 


| ` ĐS. ˆ a) Av,=0,55.10”°m.s' 


_ ` Ỳ " đ? mà 
S š b) Aq,=0,5.10 


1.45. Hãy hứng minh răng nếu b là trị riêng của toán tử B thì b*cũns b, 
là trị riêng của toán tử B. 
1. 46. -Hãy xác định các hàm sau đây thì hàm nào sẽ là hàm riêng của 


„toán. tử nghịch đảo Ï (toán tử này có tác dụng đổi dấu toa độ x ->-x) 
“hỗ các trường hợp sau: 


|: a) X-kx b) coskx 


C) X +12x-l 


ị 2 
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ĐS. a) f(x) là hàm riêng ứng với trị riêng là - l 


.= 


b) f(x) là hàm riêng ứng với trị riêng là „ 


C à 
c) f(x) không là hàm riêng e~ 
_ 
` - Ẳ | x N ˆ d - ` - _ x2 = 
1.47. Cho toán tử Ä§=x; toán tử x” và hàm số f(x)=e ”.. Hãy 
X £ ` 
thực hiện phép giao hoán tử [%, ỗ]. Từ kết quả thu được. cho biết 
nhận xét. ^ 
ˆ * “ L Tsa. ` ổ Cy 
Hướng dân. Thực hiện phép 8 ñ và ñS. 
1.48. Hàm số f(x)=7.e”* được coi là hàm riêng của Noệu ử Bộ hs 
Tà ) bí 
Hãy tìm trị riêng trong trường hợp này. ¿ © „ 
—ĐS. -3 
3 @ : d 

1.49. Hỏi hàm số f(x)=7.e”* có phải là. hầm m riêng của toán tử MEN 

= X 

2 `ïWằw 
không ?. ở 
SyY ĐS. Không phải 


1.50. Hãy thực hiện phép g iạõ hoán tử với hàm f(x) cho các trường 








N 
hợp sau: S 
`». 
T. _“"Nh d° + d 
a) [h,À]f  biế,h=x-——; Â=x-— 
yY dx dx 
¿ — 
^ ˆ ^ đ¿ ỉ ^ đ' ˆ 
bì (ñ,Â]f ¿ 'biếth=x?-—— ; B=x+—— 
Sẻ dx dx 
ẤN ¿ ĐS. a) P› A 
Ta Su ` 
+2 : đ7 
1.51. Cho biết toán tử h=x”-—— hãy chứng minh hàm số f(x)=e ` ? 
“` dx 
đà hàm riêng của toán tử h đã cho và cho biết trị riêng tương ứng 
- bằng bao nhiêu. 
LÁ _ 
@\Y 
& 53 
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Ị | | 


| =c 
| É `Ỹ 
- ˆ ' KG 
| ĐS. f(x) là hàm Tiêng Ạ S 
+] là trị riêng II — 
À 
“ÄY 
hi „. , ` ¬ ` * % , 1 1 
1.52. Hãy chứng minh hàm /(x)=8.e'* là hàm riêng của toán tửˆ—~. 
_ `. „ : k = ¬" ` 
| Cho biết trị riêng thu được bảng bao nhiêu? K ° 
“` 

| ĐS. {x) là hàm riêng 

VN: 
| >_— 


| FÁ w 
` l| 
| SE 
c ; c4 
| "la 
= 
| ao Su 
: Ty 
| /£ 4 
TƯ NG: 

| “`Š 
| ỐNG; 
ï Lủ 
| nh —= 

>> 
| =— b..% — 

œ% 
`. 
CS 
“= 
| L ì 
Ỉ " ` 
I PN 
ị Y 
T— 
| ềwv 
` tả 
l xì 
| Sngí 
4ˆ k 
khá 
| đx 'ể 
| _t j 
| ỳ 
| š 
| ¬% 
`. 
gy 
| Tự 
| #Œ TW 
x 
'NĂ 
MC 5 
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Chương 2 _&3z 
MỘT SỐ HỆ LƯỢNG TỬ HOÁ HỌC ĐIỂN HÌNH 
Sự áp dụng cơ học lượng tử để khảo sát cấu, đạ0. ñguyên tử được 
xem như minh chứng cho tính đúng đắn của lí thuyết lượng tử. Trong 
chương này chúng ta đề cập tới một số hệ lượng: tử hoá học quan trọng 
có liên quan đến cấu trúc nguyên tử (Hệ quay tử cứng nhắc và dao 
động tử điều hoà được chuyển xuống CN phổ phân tử). 
A. TÓM TÁT LÝ THUYẾT ` | 
I. SỰ CHUYỀN ĐỘNG ELECTRÓN' TRONG GIẾNG THẾ 
1. Electron chuyển động trong giếng thế theo phương x (hình dưới). 
Phương trình Scrödđing€Tÿfong trường hợp này có dang: 
dự - 2m Bự”0 u=œ 
dx _ ¬ 
Giải phương trình) vỉ "HINH ta CÓ: g | 
uU = | 
2 T | 
— Hà ón — —X' | 
ảm SỐ túc L sinn L X 0 L › 
2 
= Nã Mượn E,=nˆ ọ 
nộ C TỔ 8ml 
j @ ” n=l, 2, 3... số lượng tử chính; | 
. _ h-hằng số Planck; 
¬» m-khối lượn ø electron; | 
- L-chiêu rộng giếng thế. | 
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| s5 

| Ê 

| 2. Một cách hoàn toàn tương tự ta mở rộng cho giếng thế 3 chiều. Kết „+ 

Ị quả là: => 

| Ả » 
-Hàm sóng: \W,,, (X,y,Z)U, (X) U, (y) W, @) £% 

| ^ỳ 


Với W/„ (X)= 
\Ụ, WW)= 


\,)= 





-Năng lượng E=E, +E, +E, = xi + —+— 
1a†L,, ING >. 


ÏL _ELECTRON CHUYỂN ĐỘNG TRONG TRƯỜNG XUYÊN 





eonsauEl - - 
X=r SinÔ cos0„‹< s 
v=r sinÖ bi, Sí k 
r=x 2ry 2V 
dr=r'ácSin6 d0 dọ 


Với: M: £ +ự< KẾ? 





cỒ đc phương trình SchrÔdinger là 


Sà ñự (r, 9, @)=E ứ, 8. @) 
t , 9,œ)=RŒ) Y@, @) 
| 5ó 


¬ nu g.ữ Nị , T8 —¬ am . F1 Ƒ Ƒ , : | 
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| 


: Ẫ : 
L.u nh h 2 1 | 
Với KEC | VỆ +ịcgt HẦU | _ | 
z rự SN : 
ồ ô s 
| & (y ị 
+. Ên 2 ÂN Sz | 
MO fec ==|t— sò 
f” øfŸ Ốr 4 Y | 

_ 
đà 
2 J ` Ị 








=——— —— | snÐ— |+—— @®`) 
sn8 öÐ 98j sin 8 ôo ' va 


Sau khi thay các giá trị tương ứng và thực hiện mốt số phép biến i 
đối ta thu được 2 phương trình. Á ồ 


—_ Phương trình góc: M?Y@, 910)9/6 @) 


„ 21m 


— Phương trình bán kính: —|r`-==` -“HẢ P (E-U)R=^R 





ZF-— 
HÌ su 


Các hệ thức giao hoán tử là: ) 
IÑ„ẤÐi =0:[ÑI;. ÑJ=0[ Ñ?,fÑj=0 
Giải phương trình góc Và bán kính ta thu được các nghiệm sau: 


¬x 
Wwế 


x tự 
SN ) m2. 


a) Năng HE S,= 2 ke 


Ki 
| 





2n?hˆ 
b) Hàm súg Ự,,„ ứ,6,0) = R„¿ứ). Y,„, (6,0) | 





2 <———> <=———> <———> | 
ho. hàm AO hàm bán kính hàm góc _ 

%» ^* k r 

ST LựÄ 22x88 số lượng tử chính 
)) - : 

`: 0,1,2, 3,...n-l số lượng tử phụ 
~ Tụ: Qu+1 2,4: £ số lượng tử từ ị 
ZSW | | 
S€)) | Ụ  . 1m ` `... : ` ¬ | 
® -K=———=9.10 là hệ số tỉ lệ trong tương tác tĩnh điện. | 
đỞ SN | 4e, : 
S\J 537 
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Các giá trị của hàm R(x), hàm Y(6, @) được ghi thành bảng tại Á xe 
phần phụ lục. | S 





Á =S L 
c) Hàm toàn phân: “& 
~ em m (0) = Wuum (6, 0) - x(ơ) `” 
hàm toàn phần hàm AO NT. 
_ms=+— về > 


d. Các giá trị mômen động lượng: 





-Mômen động lượng: 

-Mômen động lượng hình chiếu: M„<))P 
-Mômen động lượng spImn: | _. S(s + l)h 
-Mômen động lượng toàn phần: SM, p= =AJQ+l1) h 


Ả=T 


VớI: J=/+s gọi là số lượng £ử nội 
e. Phổ phát xạ nguyên tử của MA `e) 





Rựn ..` sẽ RÿHBEfZ 
3. Mật độ xác suất tìm thấ ấy vi hat theo r và Ô, @ 


a) Theo lí thuyết xác suất. Xác suất có mặt của electron được 
xác định bằng biểu thức: 


vy` dp=l|2đ. Với | j2 d=l 
Trong f thực tế tính toán người ta thường xác định mật độ xác suất có - 


mặt của electron ở một điểm M nào đó trong không gian, tại thời điểm t, 


trong một đơn vị thể tích dr và được tách riêng thành 2 phần độc lập. 
_Đỳ Mật độ xác suất theo bán kính. 


V^‹ » d Ÿ 
` Dự)=———“ ĐỊ ) =| R | TC 
`} dĩ 
\'. Xác suất theor là: dp(r)=R “Rr” dr 
3# 
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Với điều kiện chuẩn hoá JR Rdr=l Ả 


Cũng như R(r), mật độ xác suất D() chỉ phụ thuộc vào n và . 
c) Mật độ xác suất theo góc. =~ 


Đây là sự phân bố mật độ xác suất trong trường Su * tăm theo 
một hướng cho trước được xác định bởi góc 6, @. Ÿ 


dp(9, @)=Y” Y sin9 d0 dọ=Y" Y áo. £ 


dp(9,0) x- 
_—ˆ=D(0, ø=Y"” Y=| Y |? 
dO ° SẺ 


v « 
K VN V 


0=r 2m 
Với điều kiện chuẩn hoá | | VY sinố áo lo Xi 
8=0 =0 K5 = 
Hàm Y, „ (9, @) chỉ phụ thuộc vào ác số lượng tử / và m, độc 


Ác 
Á w 


lập với số NIỢNG tử chính n. 
đ) Hàm toàn phần-hàm spin- -obifan 'SO) 


Khi chú ý đến sự hiệu chỉnh khối: _«. m của hệ vi mô theo 


thuyết tương đối của Einstein trong quá trình giải phương trình 
: l 


SchrOdinger, ta thấy xuất b. ến số lượng tử spin với giá trị m.=+ 3" 


__ 


Như vậy hàm spin-obilan là: 


WV T, 0, ờ = E ,0j. MT 0, ọ Xn (Ø) 
R„£:É, de „š: Ộ 50) . ) : 
Hàm toàn phân hàm bán kính hàm góc hàm spIn 


Hàm spin-oBitan hàm AO 
4. Lí thuyết lượng tử áp dụng cho hệ nguyên tử nhiêu electron 
Về nguyên tắc, cũng tương tự như trường hợp đối với hệ một 
electron, nhưng phức tạp về mặt toán học nên người ta phải sử dụng 
phươớp pháp gần đúng. 
“Đối VỚI nguyên tử nhiều electron, người ta giả "thiế là mỗi 


P—.. chuyển động độc lập với các electron trong một trường, trung 
Á <.bĩnh đối xứng cầu tao bởi hạt nhân nguyên tử và các electron còn lại. 


à xÐó là trường tự hợp (SCT- -Self Consistent Field). 


." 
h¬4 
VN 
:.ú ` | 
~- | 
TẤN 5Ð 


"¬ | 
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| Hu,=E w Sệu 
+ N : 7, 2 M M 2 ` 
N: ẹ € » 
Với H=-—— TP, v:iŠ ——+}, bà —_ khi bỏ qua tương 4ã tác 

m ˆ ch Lo J tị Ác 

đấy giữa các electron thì toán tử Hamilton có dang: + 

si ñ" Z€ K£ ' 

khiE — ` Vĩ Ã VỚI Hu= , h;; CyŸ 


sa 
\X X 


h, là toán tử ” xã cho từng clectron độc lập: Giải bài toán 


này dẫn tới giá trị năng lượng của hệ là: 'sàu 
E= Ei+E„+Ea... Bạy (4 lư 
Hàm sóng chung mô tả trạng thái cho toán lớpvỏ là: 
WEWI W2 \W3... VN ^ 5 


Theo nguyên lí bất định Heisenberg. người ta không thể vẽ quĩ 


đạo từng electron trong hệ. Về nguyên tác -chúng ta không thể phân 
biệt được các hạt trong hệ. Ty 


%Ầ*# 


Hàm sóng toàn phần của hệ lượng tửi phải là hàm phản đối xứng. 
Biểu diễn điều này tốt nhất là dưới dạng định thức Slater. 


“vỆ) 


d, E0 X4 Ga... thú 
AS) 
N ciT 3y SN hy (ễi) Tạ, (6a). “ TÊN (ÊN) 






1 iu) Hạ, (EQje« Tụ ÔN) 
Šn-toạ độ khá quát bao gồm cả toa độ không g1an và spin. 


{ ựỪ 
—— hỆ s&€Ềhuẩn hoá của hàm sóng. 
vMN! - `. ná 


nu 
hạ 
LÝ. 
Án 


Ví dóhế có 2 electron thì hàm *F (ế;, Š›) là: 


S6 wzss..L|9DOSĐ40) 
4” S”” v2| w2) a2) (2) BO) 
4S" | 
¿*} Hay 5 [œ(1) B()-œ@) 8Œ)] () @) 
| 60 
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Ỉ l 
Với hàm spin œ ứng với m, =1. và B khi mạ=-—; \J là hàm obitan Á 


— 


sẮSG 
(CŒ — * 
~“ ` _“ ^ + À J 
5. Cấu hình electron. Số hạng nguyên tử 4š sx 


Thiết lập cấu hình electron của nguyên tử nhiều electron theO@- các 
nguyên lí sau: (nguyên lí Pauli, nguyên lí vững bền, qui tắc Hu nd) đã 
được trình bày ở phần cấu tạo chất đại cương. Ấy Ồ 





Số hạng nguyên tử. Đối với nguyên tử nhiều xIestui xiất hiện 
nhiều tương tác phức tạp, như tương tác đầy giữa các electon. Russell- 
_Saunders đã lập thành sơ đồ lắp chép nhăm xác định các trạng thái 
khả đi để giải thích các vạch phổ phát xa. 


v 


-Mômen động lượng obitan tổng của nguyên tứ háy ï IOn. 





s,- mÔImeT/ động lượng spin của electron ¡: 


cu 
ng 
£ _. 
ch 1+ — P 
— F r== lj 
Lấy 
PP 


LẺ Ì 
_.Ã | 
—.- 


na. KP ƯEN  n HỜNH lễ: —-À,.. | 

w* ô; 2 8, | 

| 

Tình 'chiếu của rhômen động lượng obitan tổng trên trục z. | 

& y L;=Mñ VỚI ME), 1", | 

“=` | 

TT 2 | 

¿7 — Mi -số lượng tử tổng của nguyên tử; | 
+. m, -số lượng tử từ của electron I | 
== | | | 
Óy M,=L; L-l; L-2... | 
`y ó7 | 
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Ù 
| = 
| . . xử" Fun À3} 
| -Momen động lượng spin tổng hình chiếu theo một phương: xÈỳ 
K= —ÝŸY 
S„=Ms h VƠI M3 1H Á NG 
^“ k . ý + ` + —œ `» 
Mẹ - số lượng tử spin tổng của toàn nguyên tử; Â»9 
m, - số lượng tử spin của electron 1 _X}Z 
Mẹ=S;, §-l; 5-2... &`Ÿ 
-Momen toàn phần J của toàn nguyên tử CS 


J=L+S @ 
|J|=.jJ+1) ö & 
J-Số lượng tử nội của nguyên tử hay ioäc` 


Hình chiếu của J trên trục z được xác sầu bằng hệ thức: 


v 


J;=M, ñ " 
Với M; giá trị số lượng tử nội nhận 2J+1 giá trị từ-J đến+]. 


Số hạng nguyên tử X là "..n trạng thái có cùng L và S 
và được kí hiệu: c \ày 


(2S+1)- Độ bội spin của nguyên tử. 
< 


ĐEẺ | L-S] khi cấu hìi nh lelectron một nửa số electron thuộc cấu 


hình electron của nguyễn tử khảo cứu. Ngược lại, khi ]= | L+S| nếu 
cấu hình electron >một nửa số electron có mặt của AO đang xét. 


ï 


để 
TC Đi 
TẾ 
`. 


N1 = 


| ó2 
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B. BÀI TẬP CÓ LỜI GIẢI 


ÂU 


2.1. Giả thiết một hộp thế một chiều với độ rộng a = 10 nm có một vẫ ì 


hạt chuyển động được mô tả bằng hàm sóng. _ &* Đy 


W = .|Ì— Sn—X VỚI n=Ì Cy 
a a 4v 


Hãy xác định xác suất tìm thấy vị hạt cho các tuy lợp sau 
đây: 


a) Giữa x = 4,95 nm và 5,05 nm 
b) Giữa x = 1,95 nm và 2,05 nm 
c) Giữa x = 9,90 nm và 10,00 nm 
đ) Ở chính giữa a 
e) Xở1/3a 

Lời giải. Xác suất p là: 





xe 
d iú @LŸ 
2 S T1 

PŒ€,đ) = ƒ w?dx= “ [án — xdx 
: 82. ` â 


-X 010 1 | 
K P495 5 05) =m. #8 “m.— lsn mm —SIn TY 


SS XS 
—.# 
Ạ ỳy 
. 
— HN. 
“ỶÃTÃ ` l 
—~ _ 
— pm = m———— ” — 
ta , , , 
LỚN bồ TL 
“¬s£# \ 
.. Ẳ 
ng : 
' k 0 02 
_ - _— 
CC ~> 1 
 NN 
đ/ + K. 
# F hư LG 
Tx: M 
“x 
—— 1 SẾ 
cẢ—— 
¬¬ X 


VÁ 
SN lj 
` 4 
—— 
¬z 
Lủ 
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Á 
010 1 x-.‹ ._ 27 Y. 
b) P(1.95; 2/05)= ——- sin——2,05 - sm——1,95 ` 
I0 2n I0 10 % 
= 0.007 Á ¬y 
Một cách tương tự ta cũng thu được siá trị P: ®“ 
6ö) P(.90; 10) < 6.56.107 "` 
` ỤÐ 8 
d) P(5,00; 10) = 0,5 Ấy 
12 ÌL LÍ[,2WØÿ  , 2 | vs? “ 
e)P|-a;—a|=—-— |sin—.—a-sin—.—a €3 
Sau khi biến đổi và khai triển ta thu được: x “0 ốI 


2.2. Cho hàm thử  = x(a-x) để mô tả sự chuyển. Xiáng của vị hạt 
trong giếng thế một chiều với kích thước giếng, lãa; 


a) Hãy chứng minh rằng hàm thử \/ thoá trấn điều kiện biên của 
bài toán. c— 


b) Áp dụng phương pháp biến phân, Xắc định năng lượng E ở 
trạng thái cơ bản ứng với điều kiện biên. 


c) So sánh kết quả thu được ở:câu b) với kết quả thực là 


= 
* # .., -=s V 
Lời giai. =WY 
TA _# 
S ` 


a) Hàm thử u/= xá ;X) 


Ở điều kiện biện 


x=0 TÀ Ó) 
ảo w() a(a-a) = Ö —p À TX 
Như „ ml thử u/ đã thoả mãn điều kiện biên của bài toán. 


0(a-0) =0 


b) “Theo nguyên lí biến phân ta có: 





xY : : 3 
Œ@ *, ị ( ) h d : (a x) ăy 
~J *ư Xld—*X = 
.. SE 4 Jw Hướn : 2m dx 
=—. E8 ZÔ Cu d =m "ng le SẺ s2... ssiiadbcU 
Vé y |w w& 
z=wW _ |xía - X)x(a — x)dx 
` Ũ 
Ta lần lượt khai triển biều thức này. 
64 
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( #* đ | 

Tử số: | x(a-X) |————- | X(a-X) dx Â. 
T 2mdx == | 

Q 

h? a đ? ày | 

=—_—— | x(a-x) „ (a-X)x đx J`> 

2m ũ đx 4 N: | 

£ =ỳy 
: đ NN 


Lấy đạo hàm 





9. W sói. 


h2 ° h CS 
=.— | (ax-x?) (-2) dk=+— | (ax-x?) dx 
2m ¿ m¡ ý 


hˆa` 


= ——— 1 
24rˆ°m Ó) 





3 


a `--. 
: œ + bì | 
Mẫu số: | axx?Ÿ dx = ,Ä ”xˆ-x*-2ax") dx = = (2) | 
0 s&c Ì vỲ | 


¿ 
“Ó | 
th ` ý 


Nà ha' 30 _ 5h” 
SỜ hà, hnáến 24m a` 4n ma hi 


c) So sánh giữa việc dùng hàm thử với giá trỊ: 


E#S———; và hàm thực có E() = ———-., ta có: 


>==—"” IWie `. 100 = 1,32% 


Như vi sai số thu được khoảng 1,3%. 


VI Chứng minh giá trị trung bình của động lượng thành phần p, 
bằng không khi electron chuyển động trong giếng thế một chiều với 0 


<x<a 


l 
~— xé h, M" 


1 ¬R 
_%S M . d z š TL 
#4,  ChoD,=I — ; WŒ&)= A|— smnn—xX 
: — ? dx ad ä 


tư 
“k0 65 
_.—. „ ¬ 
» 5-BIHLTCS 
Lá 
_——.. ả*< ` Ề l | 
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Á 
_ 

| $ y 
| vc. ma. ,# L..É .ễ “số ý & C “ ` sế 
Lời giải. Ap dụng biểu thức cho giá trị trung bình ta có: &Š ⁄Y 
(p.}= Í ư; ô, w, dx vì hàm w(x) đã chuẩn hoá. Thực * 
| # F. . Á v 
ị hiện phép khai triển sẽ có: “` 
'. đ 5 ` 
| i l2 „. x„, lo. HN 
ị ( D¿ : =+I ñ | — Sinn — X — —sin #œ>-=x |dx 
_ “a a  dx a £a' 

nh 

b. ) ) 





7T 
2snn —x COS I` ~Xđx 


_»- 


| xyc TH ^ 
: =Sl.ấE S HN ” hay 
a a 


| =E. 2 
ị =-ä  ——— |~c0sz 


` 


ở 8z 






z 
—— 
ri, 


Đó là điều chúng ta cần, ra minh. 


2.4. a) Hãy viết phương írình Schrödinger đầy đủ ở dạng khai triển 
cho trường hợp electron: chuyển động tự đo trong giếng thế một chiều 


với chiều đài giếng là sã 
| phương P' ứng Với wr=s1, 


“CầY 





ó6 
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b) lính giá trị trung bình của mômen động lượng hình chiếu bình 


"vxy VAV+ CC Œ-U) Lệ , 


1 electron duờển, động tự do trong giếng thế thì U = 0. 
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Giải phương trình này (xem giáo trình Cơ sở hoá lượng tử), ta tìm 
được: F 





P. 
l Ỹ 
LẠ Nềm = _ 
b) Khi VĂN 
” HẠ v 
đ? &\J 
c= . " TN =. 
Mặt khác: Ô,=-ik — và P? =-ð? —— C3 
T dx? s. 
b‹ bí .— 
N, 
_.ˆ = bu rộ  Nã y 
Theo tiên đề 2 cơ học ._. tử ta CÓ: ` 
_Á) 
"¬. . Œ) đ&) 
P = VỤ | (% x —U X S) 
Ũ + Á 
8 Á 
———-12 
=ñˆ |A|— SỈ Xv —sin —x |dx 
¿ È: 
£ ca 
XS. ba . 
ÁC bề, 


sin2x, ta có: 


2¬ 
3 
Sim 
ịm 





kr- : | : a 
2rÊh7 xi: tài _ 2h” a _ Tử 
2 4 : 


1S " = 
3) a Š ø, 7 
Ni ä ä 
_. 
yC 7 
k 
——— 
“¬ 
Ñ, NG 
-zÝ 
Nĩr Tự 


2.5. Hãy \ tho biết ứng với những giá trị nào khi electron chuyển động 
trong ÿiểng thế một chiều với độ dài là a ở trạng thái n = 3 sẽ đạt được 
giá trị mật độ xác suất có mặt cực đại và cực tiểu. 


=2 
chê 
Nó, b 
TS UấT 
ẨN w 
N w 
ƯNM 07 
 —-..—; 
XS tủ 


~ 
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| ¬ 
-. ng 
_ 3.3 ©À 
| ời „ TT ^ Vy 
rời giải. Ứng với n= 3 ——> (x)= „|^~ sin— x @ 
ä a ả N ` 
| Mật độ xác suất có mặt của electron trong giếng là: Ấ©Ỳ 
= _- 
| dp(x 37 & ¿ 
ị D(x) = TU ựa(x) |? = — sin|—x @ + 
ị dx ả a ", 
Ũ và) với 
dl\x 
Muốn tìm giá trị D(x)max và min ta phải thực Ì biện: T= ) 0. 
lò 
Vậy Ạ mẹ. y 
/ LÀN 
đÌXx „ Š#: ST ki n s.. AI -- 
⁄ sin| —x|| = 2SIñ—— X coS—— X 
đx a 8 ~ya â 
3m 37m Ész 
=— sin2“—x ~.Sifl S-x| = 0Ô 
a a _- Mã 
£` S : 
: GT CqÝ Ốmn na 
laxét: sin—x= 0=sinn >> —X=ñn đã —>*x=-— 
a F c ä Ó 


Với n< 6 do đó n nhận các giá trị 0, 1, 2,... 6 
+Với 





Ề tai ỐT 
TM cảế giá trị của x cực đại và cực tiểu vào hàm sin — x có thể 


a 
biểu diễn Xăng giản đồ sau: 
=4 ) 6 „ 5a" 





ó& 
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Vy 2 TW. 17h 
2.6. Tính độ suy biến ứng với mức năng lượng là § 








chuyển động trong giếng thế 3 chiều. ả ® 
L) k1?” 4 rr F h Ề 1 .. " 17h : — ad 
Lời giải. Theo lí thuyết E = x(n.+n +n;)= h S 
ỏ š Ấ c 
SUY Ta: n? + ny -E n2 = 17 @ 2 


Trong trường hỢp này, muốn xác định độ suy biến tá Sài thử các 
khả năng có thể có sao cho tổng bình phương của 3, số Ì lượng tử dao 
động theo 3 chiều của giếng thế luôn luôn bằng 17. + khả năng khả 
dĩ là: aŸ' 





Từ kết quả này (3 cặp n,, n,, n,, n; đều cho cùng giá trị E). Ta thấy rõ 
ràng E bị suy biến bậc 3. &y 


2.7. Cho phân tử N; chuyển đi ng giới hạn trong hình hộp với thể tích 
là 1,00m”. Giả thiết ở T = 300K phân tử đạt được giá trị năng lượng là 
3/2 KT. ` 


ƯNG 


a) Hãy cho biết giá ti: n =(nỶ +n;+n?)'” bằng bao nhiêu trong 


trường hợp này? à 
b) Tính giá trị AE giữa 2 mức năng lượng ứng với n và n+1. 
c) Xác định, bước sóng liên kết de Broglie (theo m) ? 


Từ kết quả thủ được có thể rút ra nhận xét gì về chuyển động tịnh 
tiến cho N; khi ấp dụng lí thuyết cổ điển. 


ChoKe3,381.105JK';  N=14 








Tỷ, 
=ĂẰ 212 
HN N, 
TƯNN n 
? 
/đl Tan 
F S.., — 
Fị ÔNG ÉP — b 
sả, S hs t4 
sa "ự 3 
lơ Xu Yd 
Äˆ XỊ” 
“<< lÍ 
»⁄ ọ 
»* 
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> Cho electron <_ 


“S=—” 
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=> 
c 
( 2)Ìh” nhỉ Sng 
—. 3 n. +n, +n; nh @*ỳ 
Theo đầu bài ta viết: E= ~ kĩ=———————=——_y <`' 

| 2 Sml/ ml 4 3 
T. 
| “%y 
_ 3 @> 

E=-—. 1,381.10^ 1K. 300K = 6.214.102!] 
ˆ y 

` SmL7 KẾ 
Từ(1)tacó: nˆ = E ¬` (2) 
hˆ 7 


Mặt khác, ta lại biết LÌ= 1,00m? ——> Lˆ5 -100mn 


8m _ 82816610”kgl00m” zc 
TH... “& C§,536 I4: 
h (6621014? 


Ả ày. 


Thay 7 trị tính được vào (2) ta sẽ nhận được giá tTỊ n: 
" = 8,536.10?! J1, 6,214. 1037 = 5,304. 10?! 








= 728.1019 £yy 
b) AE= E...-E = (n+tl => )“-n? 
n+Ì n 2 
En SmL 
N _—. 
;p 


) 


NA 





ẨN h 


Thay giá trịn đã tìm được vào (3) ta có: AE=l,711ðd 


c) Muốn xác: định À liên kết theo hệ thức de Broglie ta phải biết v 
chuyển động ` của phân tử N;. Điều này có thể rút ra từ 


“>> 
=> Đụ= kc mv”= hụ KT ——> v ——_ S/0.L/THUR” 
.: 2 2 m 
@§Ÿ 
| . Vậy bước sóng liên kết de Broglie là: 
| đ⁄£N h 0® 
@Y cụ. h„_ 6610371 _ 2 ipim 
@S | mv 28.166.107 'kg517ms'” 
| _ 
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Như vậy, với giá trị ^ được tính được ta có thể nói rằng chuyển 
động tinh tiến của phân tử N; có thể biểu diễn được bằng lí h  c 
cổ điển. Ề “` 


2.8. Hãy xác định lượng phần trăm biến đổi bao nhiêu đối với một miức” 
năng lượng cho trước của vi hạt chuyển động trong giếng thế 3 chiều 





nếu mỗi cạnh của hộp thế giảm 10%. S. 
Lời giải. Công thức tính năng lượng vi hạt trong hộp thế 3 chiều: có 
đạng: F. 
hŸ £y' 
= ¬ HÀ 1  SÓg 


Z ¬Ÿ Sã 
Ta đặt phân các đại lượng không đổi là: (n?#ñ?+n;) S ='E 


thì giá trị E sẽ là: E = —— He 
L - ẤN 
Là TẠÀ. 


Để xác định lượng phần trăm biết đổi của năng lượng khi mỗi 
cạnh của hộp thế giảm 10%, nghĩa là?” 








K_K @7 
AE _ 02 LAO Y1 ¡o2 
: nà `ù “ | 





Như vậy mức năng lượn; ỳ 'biến đổi là 23%. 


2:9. Hãy xác định xác. suất tìm thấy electron ở giữa 0,49 L và 0,51 L 


chuyển động trong hộp thế một chiều với độ rộng của giếng là L cho 
các trường hợp sau: “ 


v2 ! 
F- "ự ị 
to ï 
— b : : 
a T1 = ¬”; | 
_—— — Ị 
La | 
hàn 
đợi 
h *S 
-”- 
b) n= c 
¬ 


Giả thiết hàm sóng mô tả electron đối với trường hợp này được 
xem là hằng số trong khoảng 0,49 L + 0,51 L. 


Lời -giải Xác suất tìm thấy electron trong giếng thế được biểu diễn _ | 


| 
F.ê z M 
`: 
ÄỶ 0,5IL | 
=`P ? dx = y2 Ax vì hàm là const 
TƯNNG = W/, CA = VỊ, VI ham 1a COBST. | 
`} 
4 0,49L | 
= - g ¬ ` 

_¬, | 

l 7ƒ 
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2 1/2 1T 
Talạibiết: tw = |—| snn—x = 
_. 2_ 2. 23T ao TẾ ‹l 2: õ› A9) h 

a) Với n= l: VỊ = —sn“ —x =—sin“| —.—L |=—sin“ˆ -== 

b 1 T7 h2 vợ 

vung c 1 ứNG 

Vì ở giữa nên x= — L AC 

2 `2 


Vậy xác suất tìm _- electron trong giếng thế sẽ `) ) 


p =t, Àx = z (0,51-0,49)L = “ 2,001 = 0.04 


"` 
.. Sư ` 
b) Với n= 2 ta sẽ có: A^ở 
c w 
3o. 2. Tự `. 
Ự; = —sm22—x kề 
L L G3 
&``Y 
ũ¿ T ] _ —.-g 
= —sin°|2—.—L |<> 
L L2 ts 
Chế 
SN 
TS. 
` 
= — sinr =0, 
4 
h4 + v 
Vậy P= W2. AÁX = tỳ ờ 


2, rỉ Hãy xác định sự. biến thiên năng lượng AE theo J, kJ.mol”. eV và 


cm” giữa các mức năng lượng ứng với 


a) 1, — só s61 n¿= Ì 
h): f1, Ó;<Ì, = 5 


Cho 1 eletron chuyển động trong giếng thế một chiều có chiểu 





rộng là, Ø nm. 
đc h? 
Lời „: Nang lượng được tính theo E = nŸ n 
Sm[L/ 
. ) —14 
<Vw le S50 401097 = 602.101. 
4 891.1010.102) 
S4 _ Các hệ số chuyền đổi: E(k]/mol) = 10 E(@) 
| 1eV= 1,6.10J; 1cm!=1,986.10?3J 
72 
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Từ các số liệu này ta đễ dàng tính được AE theo các đơn vị J, 
k]/mol, eV, cm' 


hf Sừ 
a) AE gì = E;-E; = (4-1) g89NEE:-VỆnG nã 602.101 Y 
Vậy kết quả thu được là: Á Ý 
AE;.„¡ = 1,806.10'?J = 108,72 kl.mol' = 1,13eW3 
9093,6 cm | : `“ 
_ Ề$y 





bì AE¿.,;= EeE¿= 6-25) - = 11.602. lỢ ấy 


Cũng bằng cách tính và bài đối đơn vị ưong tự ta có kết 
quả SaU: 


Â 


AE,.,s= 6,62.10'?J = 398,5.kJ.mol' côi 14 eV = 33,333 cm' 


Như vậy ta có nhận xét mức năng lượng tách trong giếng thế tăng tỷ 
lệ thuận với n. 


ĐNG hà 


2.11. Hãy tìm giá trị động năng thấp, *hất cho một electron chuyển 
động trong giếng thế 3 chiều tương ứng với kích thước sau: 


0,1.I0 cm; 1,5,10 “em;. 2 10 'em. 


Lời giải. Áp dụng biểu thức,t nh Y năng lượng cho elecfron chuyển động 
trong giếng thế 3 chiều. `” 








N, : 
XSYmn 3 x3. + —a. 
.© 5 ä b C 
`Xy d 
Với = TÚ Y 1P Lộc = 0.1.101? m 


b bóc] 5.10” ưn = 17.10” m 
` can tỢP s6 = page 
Ở trạngit thái cơ bản (ứng với năng lượng thấp nhất): 


€“ n.=n,=n;= l1. VẠ 
vÃ *ú — — 
 *% X —= tả . n W: 
Fú| V 
đY, : 
= hr 2 : 
¬..= L... 1. 1 Ty: : 
œ=-.. Th = ` kuỦ 3 
v D = ¬ — †~; +; |. 1hay SỐ vao ta có: 
“\Ÿ 8m b“ c ị 
Tạ lý | 
P.5 g4 : | 
D Á E= 6067.1081 | 
FưpP — ]—F— 
đÈ: G. : l | 
Nã 
tu vơ bể | 
 Nh , | 
—— = — 1 
Ä ¬ v | 
£ 73 | 
` | 
I 


¬Ịã r1 x. F . =` " T = F | 
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2.12. Một quả cầu bằng thép nặng 10g chuyển động dọc theo sàn nhà == 
có độ rộng là 10cm với tốc độ là 3,3 cm. sˆ†, Hãy tính số lượng tử n Sỳ 

ứng với năng lượng tính tiến khi quả cầu chuyển động. Ê 
Lời giải. Ta coi quả cầu chuyển động trong một hộp thế với độ rOH@v. 


Fe v hủ 
ở 
, 


Âu 
. ^YZ 
— 


a = 10em = 0,1m. Động năng của quả cầu là: E = 2N, Giá tr Tà 


khi quả cầu chuyển động được xem như electron trong giếng thế là: 





(S2 2.2 
h /đảna“v 
E=n . Từ 2 biểu thức này ta rút ra giá trị n là: nˆ < S5 LEE-RA “SE : chen 
8ma 1 h 
Thay các giá tri tương ứng ở hệ SĨ ta được: cv 


TA PC 
n=0,995.109~1.102.  ‹c) 


2.13. Cho electron chuyển động trong giếng thế m@Êkhiêu với độ si a 
= 1,0 nm. Hãy tính năng lượng các mức theo ]: tr mol; eV và cm'! cho 








các trường hợp sau: Ấ* 

a) h, = Fà R\ — ] TA "tï 

b) n=ó; m=5 R cZ te 

Cho 1 eV =1,6.10'?]: 1cm = Lốg6 1021 — 

ĐÀ c5 3 
Lời giải. Áp dụng công thức chung. E- nŸ : 
Sma 
— 
Để dễ dàng ta tính phần ‹ cố định 0 X HN 


hh _ (6,62. 10°*1s) 


Sma? 8.91. 10 "kgQ, 0.10®m)? 


x 2 
a) AEQ)= E„.E))= (4-1) = 3.6,02.10?'J = 18,06.102°J 
Sma 


AE(kl/ñol) = AE().10” 6,02.10? = 108,36 k].moi1 

ï& AE 18.06.1077 

AE(eV) = _. — ¬ 
eÀ< I,6.10 1,/6.10 

& ~20 

: Ki H2 = _ ABU) - = 18,06.10—_ 

%z 98610” I,98610”” 





“ 62.10 J 





=1,125eV 


= 9063 cm' 








_Á w | h? h? 
⁄ `b) AE = E¿-E; = (36-25) = Ì. —= 11.602.109] 
SÈ} ma” Sma 


lào 1= k*x rẺ 
TM . 
vụ - 


Ẳ 
XÌ 


ˆ) Cũng bằng cách tương tự như câu a có các giá trị AE: 6,6.10!']; x 
-400 kJ.moF1; 4,1 eV: 33.000 cm' 
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2.14. Tính giá trị năng lượng cho nguyên tử hiđro ở trạng thái cơ bản 
theo đơn vị SĨ và theo eV. Cho m, = 9,1.10?! kg; h = 6,62.10791.s. 


Lời giải. Biểu thức tính năng lượng cho nguyên tử hiđro thu được dữ 








việc giải phương trình SchrOdinger có dạng: “à ` 
“ỳ 
4 `. = 
E &<ê: HC k Á k- 
— “2n <% 
2 ` : IS ca CSY 
Ở trạng thái cơ bảnn= l ——> E =- g7 k ¬`. 


Trong các phép tính hệ số tương tác tĩnh điện k được tính như sau: 
l l _— 
k= 12 +ốx BÍ 
4m, ˆ 4314885410 LỒN "Nm 
N.mˆ = ` 
c7 LÊ ọ 
Nmmm Á `Ỳ 


, 10 h=— = 
. Tâ 
š 2 fˆ_ ` 
C YỶàcv 
Nuứ” & 


8,99.107 





= 9.10 _ Ấy) 

C lo 

Thay các giá trị tương ứng vào biểu thức tính năng lượng sẽ có: 
1%. bạ. 10”'g(, #3) s24 


2q/055.107%)?J? s 
=-2/179.10 '8 kơ m2,s2 = -21/79.1019], 


Đối với ngùiyến tử người ta thường sử dụng đơn vị phi SĨ ở dạng 
electrovolt (eV)-với hệ số chuyển đổi là 1 eV = 1,6.10'°J. Vậy kết quả 
trên sẽ là: „_ “ 


`2L79 10T: 1/6.10''J= -1361eV. 


Lhị Thông thường người ta chấp nhận giá trị này đối với nguyên tử 
MS ở trang thái cơ bản là: 


¡ ñ HN, 
.(9,10. Xu 


ý 


_ 


= N, 
NT ụ 
LÝ mủ — — Ẹ 
tu . — tr... — 
TM 1s H k 
x4 Ê 
“-Ệ || 
v th” 
* 
VN + 
_— 
Lư 
l ¿ Ky 
t,§ _ ¡ sỸ 
2x ˆ” 
` xế 
dc TẾ 4 
FT. .À: 
Lớn ` v 
(ch - 1Í 
sờ” lý 
, : T5 
t 
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2.15. Giả sử 2 electron được tách xa nhau trong chân không một F.à X 

TN cách là 3,0 Ả. Hãy xác định thế năng tương tác tĩnh điện theo © »Y 
e _ `^N 
| Lời giải. Thế năng U = -—k. Khoảng cách giữa 2 electronlà `. 
| T & ° 

r=2.0Ã = 3.0.10””m. - y: 
1:2 ~_ 
Dodđó U= (;6.10ˆ}c” X 9 107 Jm _Vz 
3,0.10'”m c? “sà) 
| U= 7,69J `3 


2.16. Người ta biết hai hàm sóng mô tả trạng ` hái electron trong 
nguyên tử hiđro ở trang thái kích thích chưa cHuẩn hoá có dạng sau: 


—- 
lf =._— 
—F lan RE... 
a) \J = m2 (|: TẾ N 
¬h ỳ 
H jn 
-Š- Y 
tị `» 


b) u/= rsinÐ coso © 





Hãy chuẩn hoá hai hàm sóng nà , 


Lời giải. Áp dụng ó điều kiện chuẩn hoá: | \/” wW dt = 


N= ¬ % 
ị — & J2a T =r/2a : 
: a) 6, "'N|2-—|€  ˆ" rˆdrsin9 d9 dọ 
I đọ 


e”** 7 dr sin9 dÔ dọ = 


4 “ñ “ñ S 
—— [re"%dr + - là 5a dr lun d0 
ạä 0 


ũ 0 








œ 
| + , œ 
»w/ Sử dụng tích phân dạng: |x"e “” dx = ta CÓ: 
8 
0 


7ó 


| 
| Ũ 
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2 4 3 1 4 — : = 
—đ Z(4xÝN R 7) 
`—=—" 
lì đọ 5 Œu [ ] AỲ 
` 
Œ, Ị tu tân ị = : 
3 " Ề ` _., F, F CN 
Nˆ.32m ao = Ì. Từ đó suy ra hệ số chuẩn hoá là: (Vy 
£.. 
l Œ _ —c 
N = —-—-- ` Xz 
_ Á&Ỳ 
Ỏ * =rỉ : * bu 
b) là dx =N ỊƑ sin“9 .. ềđ”®dt=l @ 
x— 
nG 
/ — \ựt 
N ƒr tk, in a6 | |cos” dọ | = Kc) 
#>*A, Ý 
0 0 .Ê ^ 


1 
Sử dụng dạng tích phân [sin9 d0 = cos8 (sin“9+2) 


¬ sâu 
F HS, “) 
xế “V 
TNG ‡ 


và | cos” đọ = 2+. sin 2% dẫn đến kết quả: 


= N.4I. âạ. ộ Sim - Á32»a| =1 


Hệ số chuẩn hoá trong ruyếỹ hợp này sẽ là: 





2.17. Hãy khảo sát mật độ Xác suất cao nhất đối với obitan 2p của 


nguyên tử hiđro. Sỳ? 
Cho RŒ) Đi. ag re” 
Lời giải. Mật Lđộ Sắc suất ở _— cách r đối với hạt nhân được biểu diễn 
ÁC 
bằng hệ thức:„. D,= Ea IRÍ?r 
C% % T 


Đốt` 'Với trường hợp AO-2p, mật độ xác suất cực đại được xác 
định như Sau: 


¿ 
“=xw , “HN -ri2a 
`} D, = RE | “rÝ= 6”“"|# 


S 
Tất T 
Fq xv 
vh 2.Í6 
_ 
— 
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Ả 
| -r/ VN 
“g7 6ˆ &Š 
| : 24a 0 Ạ _Ny 
à Â —_- 
Khi r=0 và œ thì D, triệt tiêu. CÀ 
n biế 1 đD, GX 
Muốn biết D,(max) ta phải thực hiện : =0. ` 
d, A ' 
đc. v 
_ đD Ị r s.' 
ị + 7 TA 
: Quả Vậy T — : 4rÌ _—/ e` đụ = 0 —ẢN} 
d, 242\ ca, ˆ- 


Để thoả mãn điều kiện này khi r = 4aạ sẽ có D„ đạt giá trị cực đại, 
nghĩa là mật độ xác suất cao nhất đạt được khí r = Rù” 
An 


2.18. Ta biết rằng khi electron chuyển động thì:hình chiếu mômen góc 
(obitan hay spIn) theo một phương zZ sẽ tạo chớp : nón. 
a) Dựa vào mô hình vectơ hãy tìm biểu thức tổng quát để tính 
góc Ð tạo thành theo ứvàm, _. ` 
b) Tìm góc 9 băng bao nhiêu cho, đường hợp spIn œ. 
- “nhúng minh góc 9 đạt giá HH cực tiểu khi £ —> œ. 





CS 
a) Hình chiếu của mômei: `yóc theo sơ đồ vectơ được biểu diễn 
theo hình bên. Rõ ràng theo: hình học ta có: z 
cos0 = ———^2, 
( (+f bể 
[#ự +] m 
Từ đó 9 = aroOs — 9 1/2 
,  IWŒ+Đ}” Ô lấP ĐC 
| Am 
b) Đối với trường hợp œ electron ta nhận thấy m; = ¬ s= = Điều 
này ĐĂNG 4 nghĩa là mômen hình chiếu obitan trên phương z sẽ có: 
^ m —> mạ; Ê —> S. 
Như' Yây góc 8 tạo thành có thể xác định được là: 
2 1 Ỳ l 
| —Š . 2 | ý“ 
| đÁSv Ô=arccos —“—— =afcceos -= ——> Ô = 5444 
*) 3 v3 


c) Muốn để góc 9 đạt min thì m, = ý. Lúc này ta có thể viết: 
| 78 


| 
| 
| _ 
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| | 

linmÐ,„ = limarccos| ————~ Ñ. 

~ " ll+1) “ | 
Ệ A 2) 
= lim arccos — = arccos] = Ö @S> | 
Ê —> co l4 = ` | 
4Ý 
Như thế góc Ô in khi HH, = ? Á 


2.19. Cho hàm góc Y:x = Rà sin'Ð e”“ hãy chứng mình hầm này 
\ “ II 


là chuẩn hoá. ề `Ÿ 
Lời giải. Muốn chứng minh hàm Y đã cho là chuẩn hoá nghĩa là biểu thức: 
[Yj Ys dc = 1 °v 


_ 


Ở đây Yị, = T hàm Y;; và Y¿, : 





vào biểu thức trên ta có: 





Tấm ' 
| ị T- sin 0 e”* Re - sin6 e”°, sinÐ dÔ dọ = 
64n F: J | 

35 | 
) sin"9 sin6 dô l hay | 

64m cề 

- : .S 

——. "ĂÄ% J hệ ˆØ} sinô đÔ = 


Ta đạt: sin ° đỳ coế 6 và sinÐ dÔ = d(cosÔ). 
Như vậy ĐẾN thức trên được viết lại là: | 


` 


v= sJa cos29) đ(cos8) = I1; 


F.) 


sms 
` 


ớ — X, biểu thức này có dạng: 


+ 


| 

“su 35 | 

` vs (1-X2Ÿ dx =1; | 

—> ä | 

; c Khai triển (I- dã ta thu được: 

k5 

nh 35 

VN KD) [ (1-3x?+3xÝ-x”) dx | 
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1i. 
N ì 
=œ 
l*%v h 
+ 
đ bi NN 
làn vn 
vˆn „ 
| —' 
35 “ 
Ậ 5 ï A ; 
—\x-Xx +SX ==X LA 
32 & 
=Ì đ ` 
® 
35 32 `3 


Kết quả cuối cùng sẽ là: âu 1. Vậy hàm Xu đ cho là 


hàm chuẩn hoá. 


` 


€ EB 
\ NV lÌ 


2.20. Người ta biết hàm /;ø¿ đối với lon giống hiđro hãy chứng minh 
nó là hàm riêng của toán tử Hamilton ñ và tính trị gên tương ứng. 


Cho Rịo = 2 — 


3/2 








Ề, li ` l” 
^x\y 
KP na Ta 7 
nN 
x .È 


Đi 
- k , 


w." | 
`*`.. 
X# 
TỐ rủ 
# 


:'á0 


h 
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h ` h 
= — =lÌ,m, =Ì;eạ¿=lÌvàaa = ˆ ƒ 
2T me? 
k= =] 
416g 
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Phương trình Schrödinger có dạng: cwN. 
ụ lÌ 
“ vự Xe 
" ¡ Lˆ 
Hư = Eu hay @€ 
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Z ` 
ˆ 7 " ~ x. ` _7fr 1* ` .à lì z kì “xế. *Y. 
Kết quả này đã chỉ rõ hàm \/;s;= „|——.eZ là hàm riêng của toán tử `: 
| 7t *S. 
b5 - Xã > bệ *A Mi “ „ ` CC , 
H và -—— là trị riêng của toán tử này. ` 
2 €3¿ 
2.21. Dựa trên khái niệm mật độ xác suất (D) tìm thấy vi<hạt, hãy 
khảo sát sự biến thiên D đối với AO-2p; bằng cách xây dựng đường 
cong D = f(r) ứng với các giá trị góc 8 cho trước là 0°, 30", 5° và ó0°. 
j -ŠJ2 —FÍ2a _ /È ¬Ý' 
| Cho AO-2p; = äñg r£€ coösÐ _`Y 
ị 4V 21m h Ầ “ 
Lời giải. Theo lí thuyết về khái niêm mật độ xác uối D ta có: 
ị £ 
| D= wự = Ìự |? Đụ 
_ Thay các giá trị hàm AO-2p; vào ME 
V2 v 
m¬ h) 2y 
D ` 2 NHÀ -rl20ạ_ cáớệ) 
4N 27 /Š>¬ 
¬yvŸ 
2 
s“Ð hay 
i —T/â, 
| cos20 
Đặt : 1%. “HL£ố 
` > _—} 3v 2 
ị Ð= Àx/e"cos“9 hay 
c `) 
| /£ ¬»„]D 
Ác —— =X/e*cos?9 
| ĐC SC À 
N : 
“Biểu thức cuối cùng này chỉ rõ — là một hàm của — ứng với 
ị chiều. À, tu 
| chờ 
| _“góc 9 xác định hoặc ta viết: “ = f |— 
` âp 
| 
| 
| ¿2 
| 


¬ 


tới thiệu trích đoạn bởi GV. Nguyên Thanh Tú WWW.FACEBOOK.COM/BOIDUONGHOAHOCQUYNHON 


WWW,DAYKEMOQUYNHON.UCOZ.COM 


Ta lập bảng sau: 


N[m[s[s]sIs[sTs[s[es 


L9 I9050Ip2glazo.oaIlpslllaast-oanp|ogsrlozirlg 





Với những giá trị lu th ứng với các góc Ð cho trước “ÑNG ta dê —" 
xây dựng được đường 08 si thuộc giữa mật độ xác. suất D và tíau 


D/? Ẳ. TNG Š: * 
Ì /Ế NI 
xế lÌ 
mì" 
Š = Lả 
0,5 =0 la 
bị kh “tự 
' 3 `—_ 
` 
0.4 => 
k¿ l§ Ã. = P 
_N “ 
8=30 &) 
0.3 ẨM 
—¬ 
1 TÂN. ÿ " 
§ — 
0=4 ˆ 
0,2 N 
` —== 
XP — _— 
ö lấ SSh 
0.1 8=60 33 
` — ¬ 
'Tn #Ƒ 
“| 3 
T `j— 
VI 
0 bỏ : - —__—. /) 
I 2 /C— 3 4 5 
SN : 
. vàn TS. Ý ị 
TH "ử 
N `” 
—__ 


2.22. Ở trạng thái cơ bản, hàn; sóng 1s của nguyên tử hiđro có dạng: 


Nz 1/2 
-T/ âu 
` Mi,“ % - > 
TH, 


Với aa¿= 0,53 Ä hàn kính Bohr thứ nhất). Hãy 
a) Tính xáê:suất tìm thấy electron trong phạm vi quả cầu có 
Tạ = 0 (0Ã bao quanh hạt nhân. 
b) Xác định xác suất bằng bao nhiêu nếu bán kính quả cầu đạt 
được : =8. 
Lời giảjc Xác suất tìm thấy electron trong phạm vi quả cầu bao quanh 
hạt nhần nguyên tử hiđro được viết dưới dạng: 








..=-, š 2 4 _ 
: lựy,Ì?đdt với dt= — m rỷ 
“ỐC 
Ặ, Ý | -⁄., 4 
“œ. 3 = đụ 3 
*#^ N ltỤy, dr < ~€ ~ ñ lụ 
CC) ra Ũ 3 
¬„ 
¬v 
®%` s3 
: 
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| ZS\Y 
ị = +ÍT ụ _ e2 M n Z 
3 ä ũ ` F Ả ` 
z cớ : n ` ¬ _- Á—Y 
Thay các giá trị rạ = 0,01 Ã và a¿ = 0,53 À ta có: ^ 
4 (0.01) 3+ 
lực “dt = — ——k€ - @* 
3 (053 /£@ `; 
4 3 NA. . 
S3 ` -0/0,53 Œ3 
a) Khi r=0 thì xác suất P sẽ là: — Ó01 le == 8,95.105 ~9.10' 
3 : 3 ¬** 
| b) Khi r= a, thì xác suất P sẽ là: - lên X.. 121.105 
| 0,53 = 


Như thế xác suất tìm thấy electron đạt được) cào hơn khi r = au. 





2.23. Cho hàm Rạ, = 





a) Hãy xác định mật độ xác suất theo T. 
b) Biểu diễn kết quả thu được trên đồ thị. 
Lời giải. a) dp, = |R? |  dr “ sỳ 


` › 3 
4 -5 T -2r/3a, 
D,= = ¿| HỆ địg- .| du 
| 2n6) ` âu 
Ù, = [ r (Rrg g7) 





» đD 
Lấy đạo tầm mí Đi -0 để xác định mật độ xác suất tìm thấy electron 
__ ) T 


theo bán. Kính r và tiến hành một số ¬ biến đổi sẽ dẫn tới biểu thức: 








—" ¬ 
dD» [4 Jg 
“.= 2¬.x 21 (6au-r) € “®! [6ay(6a,-r)-3a„r-r(6ay-r)]=0 
‹ 27/6 2Tâa | 
p t Í1.L -Ay 
` Ý 5 š.&6 
| ^y : : 
` 

_ á‹<4 
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dD, -r (3 _ 
= A2r” (6aar) ©ˆ ` ˆ(r-l5 asr+36a,) =0 Á 

ZSY | 
Rõ ràng từ biểu thức này D, triệt tiêu khi r = 0, œ và ao. “7 
D, đạt được giá trị cực đại khi: S | 
rễ-15ay r+36 a¿ = Ô 
Giải phương trình bậc 2 này sẽ có 2 nghiệm: `. | 
Tịạ =3á¿ và T¿ = l24aạ. | TM | 
ks ị 
b) Các giá trị thu được ở câu a) có thể minh hơ§ }rên đồ thị như | 





3g 380 6âo cài — 1280 I 


2.24. Cho hàm w/¡, trong âö hàm bán kính Rịs=NÑ. KT chưa chuẩn | 


hoá, còn hàm góc Yqy đã chuẩn hoá. Hãy xác định thừa số chuẩn hoá 
đối với hàm Rạo. “Z7 


Lời giải. Hàm đức có dạng tổng quát là: 


`UỀu, = Woo lo: qg 
Để tìm thừa ì số chuẩn hoá của hàm R„; ta áp dụng biểu thức: 


sấy” |w wdt=l1 
Để đều cho các phép tính, thường người ta kí hiệu r/a, = ơ. Vậy 
biểu. thức trên có thể viết dưới dạng tổng quát là: 


_v Í R?, r?dr. Và, Vụ, sinð dÔ la 

G.$, Ú | 

¿⁄c-_ Do hàm góc đã chuẩn hoá nên ta chỉ cần xét hàm R„, Như vậy biểu ị 

> thức có thể viết: | 
“Œ\Y 


| 

% D, | 

TH NUấP Ù 

1... | 
V ` 

| 

| 
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Á 
| h = 

.ả— _vự 
| : I§ » x 
| 27T a GÓT xu 
| 2 \ XS 
| Í R. r dr = N | C f dd = Ì me , 

“TC 
L) Ú ¬ ạ Ÿ 
# AC 
3Ú" 27p ` 
ˆ= N đụ | ớ Gˆ dœềồ =— | ' ng 
ị ` 
Hay =N?8g [ø€””dø =1 <Ề 
“.  J 
d9 v.v. 

* ¬ ` Ä K nÌ N W. 
| Tích phân này thuộc dạng [x e“dx= —— 4€) 
| a #>4e Ỳ 
| k À3 
| 3 21 ` 
N7 ân : = 
: 


Từ đó suy ra: NÝ = 





0 





¿3/2 


R;,, đã chuẩn hoá như sau: R;, = 2 ` : 


X 
hộ 
— 





2.25. Cho hàm sóng w, và W2 ¿ Ai với nguyên tử hiđro là: 


% 3/2 =ria 
DÓ S No @ II 


ca? |3. SN. e T284 





Hãy chứng mình rằng hat hàm này trực giao với nhau. 
Lời giải. - dựng điều kiện trực g1ao Jư w dt = Ö 


`. 


SA Ứh 


Hay £®] j Ìw w/„ 1 đr sinÐ d9 dọ = 


TỦ 
\ ũ 


Như xậy để xét tính trực giao ta chỉ chú ý đến các biểu thức có 
biến: Số theo r, KẾ: và s“ các đại lượng khác được xem là hằng số. 


4, » ` 
ự — =T. tu T KC 2a, ¬ 
Ašy 0 0 0 đụ 
| nh, Ì =. : L 
` _A -3 : 
| s[£s r/2â, Jp_ — — lre 7Í Zâu Ìp Ỉ sin8 d9. Jdo se, 
TẾ — ũ Ũ 
| 
| Só 
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ai 
: : nÌ 
Sử dụng dang tích phân Jx e°““dx = —— (ta đê dàng thu „ 
ũ ả vo _ | 
2V ị 
được kết quả: A2 | 
2.2 3] &ÊŸ 
——~— -|2.2m = 0 => | 
3 đo[ 3 : 
NG “ng Tỳ | 
` | 
4 4 =4 th. ị 
Ta sj SE ` 

3 _ ẨNG, : 
2A_- 3à Ss ' 
2ã 28, "—=. | 
Vz | 


Kết quả này đã chứng tỏ 2 hàm /¡, và \2, làđự ø1ao với nhau. 
2.26. Đối với các ion giống hiđro người ta p" -Xếe định được hàm sóng: _ 





“k D 
~ Z * .. , = | ` ? + ` | 
a) Hãy xác định giá trị trung bình — (r là khoảng cách từ | 
".* T : 
: R Á\< 
electron đến hạt nhân) SIN Ae" Ì§. 


1 
b) Từ giá trị — thu được hãy tính giá trị trung bình cho thế năng 


c= 
của dưotsug h > 
Lời giải. Giá trị trung bình— được xác định theo biểu thức: 
P3 — $ T 
1 về sỳ? "1 
_ )= | | = w/,„ ” dr sinÐ dÔ dọ 
sở 


Ở đây hàn đã được chuẩn hoá: 


ni ?ÿ N 
= S | _" 2 ếT h đụ 
` , ) = |—— r€ Đ: sinÐ9 d8. ị dọ 
“sẽ k âụ, Ũ 


Các tích phân ở đây đều đưậc dạng c cơ bản (xem bài 2:25) nên dễ 
đàng ta thu được kết quả sau: 


"..y 3 2 
¬Š : ( } ) ~ Sa) 1 đụ 2 2m = 
“N.. T 8s) 17t (32 8u 
? b) Thế năng trung bình của hệ được xác định theo biều thức 
ZENV 
ẢN ) 
` | s2 
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KT, 
ch, 
“. 
mm —_Ố 
"_gG 
NN 
l Ị 
Là. ] 
s2 CAN nổ. 
—— % 6. #v 
U =-—. Quả vậy Â% 
K vang —" 
= 
N 
¿ Y 
¬ ¬ hà. 
Ti U, đ—, 
—— ⁄E 7 ©% &— " + 
—". s6. N 
XÃ j 
a 2—_ = 
íI Tân » 
“ kẽ 
—— 
z `) ð 
À 


2.27. Dựa vào tiên đề của cơ học lượng tử hãy xác định khoằng cách 
trung bình từ electron đến hạt nhân ứng với trang thái “6 Tnức năng 


lượng thấp nhất trong nguyên tử hiđro và cho nhân xét 











l =ría /ˆ* Ai 
Cho v/ = Số: (Ẩn; a = 0,53 Ả €Š 
V14, << 
- “NYy 
Lời giải. Khoảng cách trung bình được biểu di Cn- sằng hệ thức 
( T : = | w f?u/ dt v.v 
tủ % 
(r)=||-x| + 
Tran 
-= — [re [sin9‹ d0. ja 
T3 () cỳ (I 
Sử dụng các tích phân (xem Đãi s số 2.25) ta có: 
| ` b 3 : 
tiêu — Tin tụ mm — 053 A. 
TA 2 õy 2 





Vậy  (r )<6295A 
Với kết quả-thú được này ta nhận thấy môi phép đo có thể cho 


một kết quả riêng;nên hàm sóng mô tả trạng thái electron không phải 
là hàm H€HG của toán tử ï 


2.28. Cho hàm sóng 1, đối với nguyên tử hiđro là w/¡, = . BAN, 


TA, 
Vái “TT kính Bolr. 


“ cˆn) Tính xác suất tìm thấy electron trong vùng biến đổi của r từ 


) 0 —> 2au. 
*\„.. b) Hãy cho biết xác suất này ở ngoài Khoảng 2a; là bao nhiêu ? 
Biết dt = 47tr dr 
đð 
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2u : 
`. 1... =1T1/aun 
Lời giai.a) P = | wzư | ~ © 4m 1ˆ dr 
1t 
ũ ũ q 
mm... 
ñ me |p Sư 
đụ ụ 





Säu: / 
3 VN lo 
d../£t= 
sử ¬ -3 1 =đ f “t = c HÀ 
P “ng saã,€ + â,£ + —€ `: 
dụ ® 
TA Ô 
¿=£ 1 ị 
= , 
€ l /J“A. Ý 
-4 ¬ 
= j K an P —= 0, Ạ 23) 
. 


b) Ở ngoài khoảng 2aạ có nghĩa là xác suất tìm thấy electron bằng 
xác suất toàn không gian 1,O0-xác suất tong vùng từ Ö —> 2a. Vậy: 


P = I1,0-0,7624 = O0 2476 


2.29. a) Tính giá trị thế năng trúng “bình đốt với nguyên tử hiđro ở 
trạng thái cơ bản. rS 


@ ) 


b) Chứng mình rằng động năng trung bình của electron đối với 
hiđro ở AO-Is bằng .` lượng tổng của chúng ở trạng thái này 
nhưng ngược đấu. %y 


Cho 1ự;,= e7 dt =4 dĩ 





Lời giải. a) hếnấn trung bình được xác định theo hệ thức: 


_ 


ÁC ( U) = Jw Ũ \/¡, dt 


— 
#= =: 
hủ _— 
*% ¬ 


_— 


Thời tủ trị hàm v/,. vào biểu thức này ta có: 





` xz 
Ề x 2 
= “Tí | ~.——k %5 tnrd 

_^ (U ) = ám: e > —€ Tt 17 đĩ 

Nv Ä T K) 

—=._. 
— % lỆ Tự 3 T1 [1 
vi 
y 
=" 
`: } 
xy 

£S" 49 
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p¬ 
“ » } 
xả “` 
= - k [r e'”"“%° đr = 
Họ P=` 
tủ F\ NI 
Lấy tích phân này theo d "e** dđdx = dc ⁄ 3# 
y tích p nay theo dạng |X € ` dX = —— taCÓ: @®>% 
q XZÄ ¿ 
2 32 2 TA 
( U 4me k Í 4e ao k ề Ly 
THẢ q 2 4a) 8ạ \:} 
K— Nựy 
“AC 
đụ “€ Jj 
” 1 CÁ : 
~ kL ... "” “ ` l h.ị Ạ » 
Mặt khác ta lại biết bán kính Bohr ag là aạ= —- ` 
1€ . ` 
Thay giá trị này vào E ta có: Tả 
ef vá 
E =- k = => 
1n Ồun `w 
_Z 
Ở trạng thái cơ bản n= l1 thì giá trí E sẽ là: 
3 CN Nụ 
& --S 
na. SvÉ—) _ 
„, 2a KSW (1) 
Ũ CS 
Giá trị động năng có thể rút fatử biểu thức: 
= E-U hoặc 
e' 





(2) 


So sánh (1) và đồ: *a -Nhến thấy giá trị T và E là như nhau nhưng. 
ngược dấu. Đó là điều›cần chứng minh. 


¿1 


Tà, 


“— 


—ứ 


.. 

_=- 
£/% "ì 
`= Zl 


==—-.. 


00 


G¡ Ới tlHệH fFích đoạn bởi GÌ. 


| 


: “Thực hiện điều kiện này ta có: 


dự,;, n. | z 


4\2m \a, 





d8 


Nguyên Thanh Tí 


442 (A,j âu 


ị Lời giải Điều kiện để AO-2p; đạt giá trị cực đại khi 


2.30. Hãy chứng thỉnh rằng hàm sóng đối với AO-2p; có giá trỊ cực 


= 
` 


đại dọc HN. ~ trục z. BIẾt \;p/= 


1/2 


Z Zr 


ˆc “Ỉ Q-2/24, 


cos8. 


sài TP 





¬ 


eT ði Í 3âu (-sin8)=0. 
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d 
báo 2 =-A sin 8=0 Ẩ 


. 
ZSY 





hay AI 


Muốn thoả mãn điều kiện của bài toán thì 9 chỉ có thể nhận điá” 


trị =0 hoặc  Ô=zx. Điều này chứng tỏ giá trị cực đại của hàm 2p, 
biến đổi dọc theo trục Z. Ấ 


2.31. Hãy chứng minh rằng tổ hợp tuyến tính những hàm riêng khác 
nhau ứng với cùng một trị riêng thì tổ hợp này cũng sẽ là hàm riêng 


Ẩ, 
ẮC 


Về 
VÂN SA, 
ñj ks% 


của toán tử Ñ và trị riêng là suy biến. 


Lời giải. Bài toán hàm riêng có dạng tổng quát là: (`) 


'`—y 


Âu=w À 
Phương trình SchrOdinger ở trạng thái “đăng cũng thuộc dạng 
này. Nếu ta gọi /, là hàm riêng, E, là trị Tiếng. của toán tử Hamilton 


Fá 


ñ thì phương trình là: FC N 
ÑựE,u,  <> q) 
Một cách tương tự: ñ \Uy=Es \Ụy & w (2) 
Nhân ca 2 vế của (1) với c, và của (2) với c, sẽ CÓ: 
Cụ Ñưz, 'E, U, @) 
Cp ñưựec,E, VỨ (4) 


Cộng (3) và (4) khi E, E,=k ta có: 


HŒ, ušà Wy)=k (C¿ W¿†©Cy \y) (5) 
Phương trình (%) chứng tỎ €„\/„+c, wy là tổ hợp tuyến tính các hàm 


riêng khác nhau của toán tử H, k là trị riêng của H. Điều này cũng có 
nghĩa E, VN lộ nghiệm của phương trình Hụ=Eu/ và trị riêng bị suy 
biến 2 lần. = 


Trường † hợp E, + E, # k thì phương trình (5) không tồn tại hay: 


X 

“` 

ng 
W 


HŒ, Đóng Wp) # K(C,W,†Qy kể 


97 | 
| 


| | ¬ 
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Vậy chỉ có tổ hợp tuyến tính c, \W¿†C, VÚọ thoả mãn phương trình éŠ v4 
(5) mới là hàm riêng của toán tử ñ và trị riêng E bị suy biến 2 lân. S 


Từ kết quả chứng minh này ta nhận thấy hàm obitan VÌ nụ m “&‹ 


Y,„, đem áp dụng cho trường hợp cụ thể sau: K. : 
K§Ñ 
W2n=Bai. Yin — 
Ề lì » 
\2¡.(=R2-¡. Yụ. : `» 3 
Xã v 


Hai hàm v/2¿; và \/;, ¡ chỉ khác nhau ở số lượng tử Tụ, “Vậy khi xét 
hàm v/ ta chỉ cần chú ý đến hàm Y nên tổ hợp túyến tính hai hàm 
obitan chúng ta chỉ cần lập tổ hợp tuyến tính 2 hàm góc Y tương ứng. 





2.32. Dựa trên khái niệm mật độ xác suất theo“ e hãy khảo sát hình 
đạng các AO-s và AO-p rồi rút ra kết luận cần † 


Lời giải. Theo lí thuyết, mật độ xác suất theÒ£ sóc được biểu diễn bằng 
hệ thức: £ t 


là 


VÊS 


D(@, @)=Y” y=|Y|£ 


Ị c ¬ + 
H `, 

¬ 

I8 hộ, NÀ *# z 

N tÍ 





sAO- t0 m,=0) hàm Y„=—— 


Ỡ. đây) "phần phụ thuộc góc của Y không phụ thuộc vào góc Ð và ọ. 
Như thấm mật độ xác suất „ là: 


^D(, (p)= | Yạ |? =-— là một hằng số và hoàn toàn không phụ 


TƯ >i N 4n 


,“hiộc góc 8 và Ọ. Điều này có nghĩa là xác suất tìm thấy electron đều 


¬— 


| 02 
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.. “ x ... r r l rx ` `.# "Ai *tm 
có đối xứng cầu với bán kính r=——. Thông thường người ta biều diễn<._ 


Ko _ “N. 
hình đạng AO-s là một đường tròn. 'c, 
®y 
e Ta chuyển sang xét AO-p. Ví dụ AO-2p; (=1,m=0). “` 
D¿=Yt¡o=——= CoOSỐ = —— X3 cos0 =., 
2n 44m €L 
+ l . ` Y : 
Nêu chọn ——— làm đơn vị thì p, có dạng: NG, 
V 4m @® 
p,= V3 cosÐ ¬ 


Như vậy sự biến thiên của p, phụ thuộc vào gốc 0. Ở đây ta chọn 
điểm 0 làm gốc toạ độ sao cho nó trùng với hạt nhân nguyên tử rồi từ 
đó biểu diễn hàm này bằng những đoạn thận ứng với những góc 9 xác 
định. 





Từ hình trên ta: nhận thấy: 


-Khi =€ 'cosO=1 ta có đoạn OA= A3, nằm trên trục Oz ứng với giá 
trị lớn nhật: | 

-Khi 8=90°, cos0=0, đoạn AO tiến tới gốc toa độ 0, nghĩa là mặt 
phẳng Oy vuông góc với trục ©z làm thành một mặt nút của hàm p,. 


sk <-kmi 8=. cos0- XÃ ta có đoạn OB: OB==— 42 


4 ` ng vậy điểm B nằm trên nửa đường tròn đường kính OA=43. 
_ 4y Nếu ta quay nửa đường trong quanh trục z sẽ có hình cầu đường kính 


| 
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OA tiếp xúc với mặt phẳng xOy tại điểm gốc O hạ với sự biến thiên , k : 
góc Ø từ 0° + 909. R. y 

Ta tiếp tục thực hiện các phép biến đổi Hưững tự, nghĩa là góc '( _ , 
chuyển từ 90° đến 180" sẽ thu được mặt cầu thứ 2 giống hệt hình cầu 
thứ nhất nhưng nằm dưới mặt phẳng xOy với dấu âm. ¿ 

Như vậy, khi ta biểu diễn hàm p, trong tọa độ cực sẽ thụ: được hai 
mặt cầu tiếp xúc nhau tại gốc toạ độ O. Điều này có nghĩa là hình dạng 
AO-p là hình số 8. C* 

Khi bình phương hàm pŸ ta sẽ nhận được một hình số 8 tròn XOâAY 


quanh trục z (giống quả tạ tay). Những điểm nằm trềí vành số 8 biểu 


thị mật độ xác suất có mặt của electron quanh HẠ ›nhân chẳng hạn 
đoạn OM làm ví dụ. .c 


2.33. Căn cứ vào các định lí về sự tổ hợp yến lính các hàm góc, hãy 
xác định hàm AO-3d,„. Á 


| Ì ¬ t.... 
- S : WNY 
Cho hàm Y› + + ——— sinˆ0 cŠ) 
\ 32m /@ ¬y 
TS, 





vi 
Lờigiảải Y (Y„-Y.,. 4Ð 
GIảaI. dxyT” 38750; 2SŠ 
r5 \ ” 
| 
XuyŠ ` (c?® -e 7y 
| 1 ,\W} r 
=-xầ*—_— sin9[(@°ý-(e "Ý] 
2 ` ¬\ 32T 
' á,: sin6 [(e“+e”“) (e'?-e] 
| Ầ e” 2E e 
Sử dụng: Íệnhức Euler: COS T SÓ HIẾU, SN và 
Ế ` Ÿ 2 
P dàn Tàu Ị 
“& T SIN (=————————, Ía CÔ: 
_— 2I 
_V* 1Š. e°+e "“We"-e” 
S2) ú Yqyy= = sin?9 GHI GEN GNG GONS: na 
Á Ỷ 4T 2 21 
4N 15 
£x⁄ = |_— sin0 í h 
ÃĂNN = sinˆØ cos @ sin (p ay 
| 94 
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1l. Hỗ 
== l— sin“0 2cos @ sin ( 
HÃ S= hà, C 
15 5 ZS\Y 
- : sin”Ð sin 2œ A<- 
2 Y4n 4x 
Bằng cách tương tự ta có thể xác định được các hàm obitan d,z-d,., 
d2, đ,2 y2 cv 
2.34. Hãy chứng minh tổ hợp tuyến tính Y;;-Y;.; chính là hàng ÀO- thờ, 
Lời giải. Ta biết rằng hàm AO-d, y CÓ dạng là: @, : 
I |J15 Vy 
m= "rr sin”9 sin 2 C 1) 


Mặt khác, ta biết rằng khi giải bài toán đối với. nguyên tử H ta phải 
chuyển hàm vw/Œ, Ð, @) từ toạ độ Descartes sang. ụ /Ýr, 9 , 0) Ở toa độ cầu. 


Quan hệ giữa 2 toạ độ đó là: = 
Z=T COS Ð @® 


X=r sinÐ cosœ „ k y 
y=r sinØ sin §„< 


Như vậy, một cách đễ dàng ta sikc hệ thức tương ứng là: 
xy =fsin9 CosQ. sino: 


Sin?Ô sin Ai (2) 


1 
% HS 
F=¬ 


Thay (2) vào ( và đạt CC =T”, ta CÓ: 
1t 


Â&_sb 3 
ỳ⁄ T.2XY 





Đó chính, là AO-d,v 


Một tich tương tự ta cũng có thể thực hiện các phép tổ hợp tuyến 
mẽ các làm góc Y thành các AO-d tưởng ứng. 


NGA 
TA + £ } 5 
ÏỐS 1 
_ PHI 
` _ 
t 
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| k 

| 2.35. Cho hàm obitan nguyên tử d,2 v2 G 

| Á 

| l3 ,¿ <>Ỳ 
d,2.2=4|— sinÐ cos20 ha. 

i — 4n ` 

| Hãy biểu diễn hình đbno của AO này trên hệ trục tóạ- đô 

| Descartes. đã 

ÁS, : 


Lời giải. d,2 „2 nằm trong mặt phẳng xy. Điều này có "- ghĩa 8=90° 


` _Ý 


hay sinÐ=l1. Như vậy d2 2=, E cOS 20 _* ện 


=6 V 
Pu êh LÝ 
_¬¿ 


Muốn xét sự biến thiên của AO-d 2. yz Ta FÀ cần xét sự biến 


thiên của góc @ trong mặt phăng xy. Nói “¬ khác d,2.,2=f(o). Để 
làm điều này ta lập bảng sau: 


— 
: 
_ 
nộ 
1X T— 
+ 
1 
SN ( 
x] 
ả Ỉ 7 
/⁄_ ¬ 
— ml 
Là " 
đc, “ 


Theo các số liệu của bảng trên ta, có thể biều diễn hình dạng AO- 
d,2 „2 trên toạ độ )escartes như SaÙ:` ) 











| Kết quả đã chỉ rõ dọc theo` › trục x là dẫu (+). còn dọc theo trục y 
là dấu (-). 


¬x 
Một cách tương tự 

cũng có thể biểu điện cá 
AO - d với hình dạng hoa 
thị 4 cánh với các cánh ứng 
với phần -dượng và âm 
tương ứng: `) ì\ 


° 
VN X 
1”. hụ 1 xT 


k 





m=m=m=—=m———=.m ta mỉm mỉm mm m 


`. 36. Từ. 'các số hạng đã biết: ”D, `G, ”S hãy xác định các trạng thái 
ứng, với mức năng lượng có thể có Nobe phân tử. 


Lm 
(¿4 
Số hạng: “D. Điều này có ảnh là: 
Độ bội: 2S+l1=2 ——> SP 
| %6 
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Số hang với kí hiệu D có nghĩa là L=2. 


Từ giá trị L và S ta có thể có 2 giá trị của ]: À 
R | L+S | — | vẮ | —=— 7 | 
bị £@€ ¬ử ị 
' 3 = 
J=|L-S|=}2-— Ì== đ. ` 
2 z Á | 
Như vậy, số hạng ?D có thể ứng với trạng thái: `. | 
2 n2 `. | 
D;,, va D.,,, “@® + 

Một cách hoàn toàn tương tự ta có thể viết: Xvw 

3 | 
'G: 28+l=l ——> S=0 vàG —> . | 


hỸ 


J= |L+s|=|LS|=|4 + 0Ì=4, SỞ 
Điều này có nghĩa 'G ứng với trạng, thấi Ì ? 


%; 2§+l=6 —> = xà 
“SA 
Vậy - 1=|L+ S|=|0+ ; sờ 


Do vậy, số hạng °S ứng với trậng thái K 


2.37. — a) Xác lập những giá)! §pin có thể đối với hệ có 2 electron. 
b) Khi có mặt eleá ồn thứ 3 được đưa vào hệ trên thì giá trị 


VN 


spIn sẽ là bao nhiêu?  ” 


Lời giải. a) Hệ có : Sen sẽ tồn tại hai khả năng: 


n AG ^$ 1 | 
Khả năng ï: hI KỮ quy di S,=0 | 
&... Bộ 2 | 
_ ở F 
nền; † † hoạ _. 
Khả năng 2: hoặc ý Ỷ |—+ —l—> S,=l 
= 6) #ị 
\ _— 
Độ bôi sẽ là: 25+] _ 
Ặ Ấ » : z „8 .z # ' 
5 Nếu S=0 —> 2.0+l=l ứng với trạng thái ị 
¬¿ 8inglet 
« Nếu S¿=l ——> 2.l+1=3 ứng với trạng thái 
¬ kh T . | 
—, rIplet | 
2N P | 
$7 
Á)) | 97 | 
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: t2 - | kủ ` Š Sx 
b) Khi thêm electron thứ 3 vào hệ 2 electron ở trên thì x7 
| : 3 => 
Với — S=l+—>(1) —> S=- Ý 
2 2 '=` 
| | S° 
S=1-— ()—> S=- À„ 
| 2 2 ' _) = r 
Lúc đó các trạng thái có thể có sẽ là: ÁŸ 
3 3 : 
%=— ——> 2._—-+l=4 ứng với quadratet 
2 l _ 
xe: —> 2. stÌ" =2 sếCÓ doublet 


| 2.38. Giá trị số hạng của Cr được xác định bằng phương pháp phổ 
phát xạ là ˆ Hãy cho biết cấu hình electror( “g của Cr ở trạng thái 


cơ bản là như thế nào 2 ^Y 
| Lời giải. Theo qui tắc ta có thể viết cấu. "hình electron của Cr (Z=24) 
| như sau: @ sử 


a) 122s22p53s?3p54s?3d!. hay: xế _TRV] TP TP | ý 
b) 1s225”2p”3s”3p#4s!3d'Í hay ~ [†] 
c) I323)2p'33ˆ3p4g"3d” hay ~ mm 


Trong 3 phương án: y b, c ta có thể khẳng định dựa vào số hạng 
“S: thu được từ thực nghiệm như sau: 


Rõ ràng 2S1=7 — == 
SN 
Mặt khác ` / S= —> N=3. 2=6 


Ỉ 
cÌ `% 


Như “Vậy trong cấu hình electron của Cr phải có 6 electron độc 


thân. Đổi chiếu với 3 phương án thì chỉ có phương án b là phù hợp. 
Do đỏ cấu hình đúng của Cr là: 


ăY — 1§2222pŠ3s?3pố 4s 3d5. 
239. Hãy cho biết có bao nhiêu khả năng có thể dùng để mô tả sự 


: 


_` phân bố 4 electron trên obitan p (p'). Ứng với mỗi khả năng hãy tính 
_ lá trịM, và M:. 


96 
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Lời giải. Cấu hình electron của p' ứng với =1 có 4 electron được phân. 
bố trơng 3 ô lượng tử theo các khả năng được liệt kê trong bảng sau: _ 





2.40. Dựa vào khái niệm liên kết Russell-Saunders X. liên kết L-S 
và căn cứ vào cấu hình eÌèctron của nguyên tử Fe (Z=26). Hãy xác 
định số hạng cơ bản chọ các trường hợp sau: 
a) Fe; Á Sb) Fe”; c) Fe”, 

Lời giải. 

a) Cấu hình: 'Ìectron của Fe ở trạng thái cơbảnlà: ls”Ố 2s?” 2p” 
3s? 3p 4s” 3d 

Từ cấu: hình này ta nhận thấy số electron trên các phân lớp đã 
hoàn toàn. 'bão hoà trừ phân lớp 3d. 


kì - 
“" 
SA 


e ` = _ , 
~Y đị |†I11111: M.,=šm.=2 hay 
cy mỹ 2 1 0 -1 -2 L=2 
PS | 
: ^X) 5 
"- bó. ¬ : : . N 4 

2S y Giá trị S được tính theo biểu thức: S—=-—=2 
SANG vá â. 2 | 
lái | 
` J 99 
| 
Ị 


- 
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| 
Ị 
' 
| 
I : 
h : t2<3) ~ = 
| 


Với L=2 ta suy ra số hạng là D | “È? 
Độ bội 2S+1=2. 2+1=5, nghĩa là ”D. =~Ÿ 
Do cấu hình electron của phân lớp d” là quá nửa nên: ƑS, 


/£ N 
Sa l 


=lL+s|=Ì2+2| =4. Vậy số hạng cơ bản của Fe là: '„)` và 
b) Đối với ion Fe”*, cấu hình electron là:  1s”2s?2pế 3É 3p 3d 


Ta nhận thấy 2 electron trên phân lớp 4s mất đi nên 'phần lớp 3d” 
vẫn giữ nguyên. Trong trường hợp này số hạng cơ bản của Fe”?cũng 
| tương tự như Fe, nghĩa là °D,. >Ö` 


k 
. j ự 


c) Đối với Fe”", cấu hình electronlà 1s? S “ 3s“ 3p” 3đ” 
Bằng cách lập luận tương tự như trên ta cốc ` 


?|?|T|TIT' 


my 2 1 0 -I -2 





Vậy số hạng cơ bản của h©: B 


2.41. a) Hãy xác định giá trị; năng lượng E và dạng hàm sóng u/ cho 


nguyên tử hêli (He) ở traNe) thái cơ bản với giả thiết năng lượng đẩy 
giữa 2 electron bị bỏ quả. ` 


b) So sánh kết quả: hăng lượng tính được với kết quả thực nghiệm 
E=-2,904 E, (Eu-đơn. vị Hartree) và cho nhận xét. 


¬ 
h^v 1 8 
_ 
Ân=.= > : k 


7 ¬—~».t 
" 


e? 
1e ——. k=4,3598.1018 J 


Ũ 


Lầu giải Tài toán He được tiến hành giải như sau: 


¬ Ca "2 Ca 
<w (1)-hàm sóng mô tả e thứ 1 


| VẤ `) \ự (2)- hàm sóng mô tả © thứ 2 Tì I2 
| L„ =w(1) 2) () 

| : Ze€ 

| 400 


KT. z " An... ˆ ba T FW , | 
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Thế năng của hệ là: 











U= - Zc Zc kê. (2` 
1 1,  h; ỳ 
Toán tử H có dạng: F- Tu 
B5 * 
+ ' VI ĐC /Ơ => 
H=-—— (vị + Vị }* — +—— 3x () 
m 1 „Hạ & ° 
¿% 
Phương trình SchrOdinger viết cho nguyên tử He dễ.) 
: _. 
h7 2 2 Z€ 7e e _ 
2 (v ¡Vỹ Tê = bi: — d) (2) 
= Ew()w@) =` 4) 


LN §h 


Trong các bài toán về nguyên tử để thuận tiện người ta thường 
chuyền đơn vị SI thành đơn vị nguyên tử km) được qui ước như sau: 


h 
HP m;, ©ọ, âa Và s2 đêu bằng đơn vị. 
Tt ỉ 
đ* t Ũ 


kể 
vi 


viết lại là: 


hị xe: „ai làaauên W(q)uw(2) — (@) 
TịÊ T; hạ 








Trong phép gần ‹ ức 'Bom-Oppenheimer (gần đúng bậc O) người 
ta bỏ qua thế năng tường tác giữa các electron với nhau do đó phương 
trình (Š) được rút gọn lại là: 


| ⁄#ÔẮ? : 
? wišy: }- Ế BC (1) @)=E () 2) (6) 


I 2 


ChiađÌ2 vế của (6) cho „ (2) ta có: 


#®\(1 z l Z 
= I—V/+—l|ự( k_c —V; +—|(2)=E T 
W0 (2 ' 22 ? rJ" d) 
x ` Nương trình (7) được tách làm 2 phương trình riêng biệt: 
_N lc:, “| 
<< -|V?+““lự(IEE; ự() (7a) 
` 2 H/ 
Ñÿ 707 
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=—— 
| - đi XI 
| nà: 
| l zZ £®©Y 
SP 
V 2 È (2)=E (2) (7b) sự 
2  Ð —~|V 2 VỤ _ 
NGỘ 
T Lan + 
2 Ẳ 


Mỗi phương trình này được xem là một phương „ “trình 
SchrÖdinger viết cho ion giống hiđro nên các nghiệm của chúng 
đều có dạng đã biết (Viết theo đơn vị nguyên tử). lo sŠ 


| mi — 
(l)= = C : (2) =| — 





Kì t E ` 
“( H T+T› ) sNG 


Z` e- ` 
ụ =ựŒ) 2) =— € .&9 (8) 


— 
(C7 1E : 
cứ” NỈ 
2 ` {9) 
—¬ 
¬ 
H Cwx 
_—— 
— 
` 
h 


Ở trạng thái cơ bản (=1) giá tri E sẽ là: 
EB= =2 ZF Bí (10) 
Õ đây Eụu của nguyên tử hiđro tính theo Hartree sẽ là: 


1Š 


Bạ=-2 


ä 


b) Với Huyện tử He, giá trị E„= 2. 2” (-— ; Eụ =-4E› 


la ~*` 


Nếu“so Yánh với giá trị E,„ =-2,904 E¿„ thì AE =-1,096 E;. Kết 
quả Tà dẫn đến sai số quá lớn. Điều này có thể giải thích bằng sự 


bỏ, ráug thế năng tương tác đẩy K.i trong quá trình tính toán. Kết 


1,2 
“quế này sẽ tốt hơn nhiều (sai số khoảng 5,3%) được thực hiện bằng 
< phương pháp biến phân có tính đến sự nhiễu loạn do thế năng đẩy 
| ' gây Ta. 


ƒ()2 
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C. BÀI TẬP CHƯA CÓ LỜI GIẢI 
2.42. Chúng ta biết rằng hàm lấn kính R(r) của AO-2s đối với nguyên l => 


hiđro có dạng. A2) 
1\ ” „3/2 T /2a, “ề 
mn =T } “S— —= 
K“ B ả 0 Í ca = | 4 Y 
cớ 24o Ê“% 
F- N 


Hãy khảo sát sự biến thiên của mật độ xác suất tìm thấy. fcctron 
theo bán kính r và cho biết giá trị cực đại của mật độ xác suất tại r. Các 


kết quả thu được hãy biểu diễn trên đồ thị. §yy) 
ĐS: r=(2 + X5 5) an cÝ 

2.43. Cho hàm sóng AO-2p, và 2p, đối với ion siðng hiđro có dạng 
tổng quát sau: „©Š 

W/;„ =f(X) simÕ cos® “ 

Vp, =Í(r) sinÐ sino Á^vỲ 

. ¬ 
dr=rˆ dr sinÐ dÔ dọ .. 


Hãy chứng minh hai hàm k- s hụ 2p, thoả mãn điều kiện trực giao. 


2.44. Hãy chứng, minh rằng dồi với các phân lớp đã bão hoà (vỏ | 
đóng) như ns”, np”, ndỶ°, nẾ) hôn luôn ứng với số hạng 'S. 


2.45. Trong phổ phát xạ. của nguyên tử hiđro tồn tại nhiều dãy phố 
.khác nhau như Lyman,` Balmer. Paschen,... Hãy tìm một công thức 
tổng quát để xác định. bước sóng đặc trưng cho bước chuyển giữa 2 
mức năng lượng kề tiếp nhau. 


2 r) 
SẾC: KẾ nÝ(n+l 
¿8 R„(2n+]) 


2.46. Cho tà bán kính của nguyên tử hiđro có dạng như sau: 
NÈ 5/4 
` —rÍ 
à : : ` .- k 


Tả TƯ R ———— 
Mi 2p” 


= 2/6 \ầu 


= ¬ Hãy xác định xem ở điều kiện nào thì xác suất tìm thấy electron 
A cối giá trị lớn nhất (không phải bán kính). 


vn 
#/J<= 
đê _-. 
DÁP Tạ 
X 
K- lì 


©) ĐS: Tại điểm dọc theo l trục có giá trị bằng + 1,06 ÄẢ 
SJ 703 


SE, “ gà ———---—--.---—- - —————————-.-—— 1 | 
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2.47. a) Hãy chứng minh rằng hàm AO-p, và AO-p, không phải là < ` - 
hàm riêng của toán tử Mz, _ = y 
b) Các tổ hợp tuyến tính p,†Ip, và p,-Ipy, có phải là hàm riêng cũa 
toán tử Mz không ? h SM 
Cho D, =f(r) sinÐ cosọ 4 * 
py„ =Í(r) sinØ sine ` 
† .„ q C3 
Mz=-1i h — _ c^) 
dọ ¬+. 

i Hướng dẫn: Thực hiện theo phương trình Â<at. ` dụng định lí 
Euler: 


| COS (0 =_ (e“+e'*). và 4X. (e”-e') 

2 1 

2.45. Hãy tính khoảng cách trung bình tử hạt nhân đến electron có 
mặt trên AO-2s và AO-2p của nguyên tử thiếno. 





dt =1 dr VỚI- tÌoảng cách xác định [0, eo] 
Hướng dẫn: thực hiện, 'theo biểu thức tính khoảng cách trung 
binh: Nà zY 


—— " 
hơn, 
` + 


ị ( a ) =|u* A u/ dr 
ủ 


_ĐXq BỊ 
X — 
Sử dụng dạng tích phân j« e ”dx pbnrÌ 
N N 
= ` 
S HH ( T lạp =: âu 
m I luy= 6 ao 


2.49. NT _ nghiệm người ta đã ghi được các vạch phổ thuộc dãy 
Lyniab' Ứng với số sóng tương ứng. lon giống hiđro Li “Hà: 740747; 
577924. 925933 cm 


_ ` a) Tìm giá trị văng số R cho ion L1” 
^.....b) Xác định số sóng cho 2 vạch đầu tiên thuộc dãy Balmer. 
c) Tìm năng lượng ion hoá (eV) cho LI” 


ƒ()4 
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ĐS:  a) R=987663 cm” 
Bì Tạ =lả/115cm £& 
7„„ =185187 cm1 4z 


vờN 
TT NG 


c) E,=1224,7eV = 
2.50. Khảo sát mm bán kính chưa chuẩn hoá ở trạng thái cơ bản dưới dạng: 


“ 
si = à 


Riep=N. € ˆ” đối với nguyên tử hiđro. @\Z 
Hãy xác định thừa số chuẩn hoá N và viết xẻ Ruu đã được 
› | 


chuẩn hoá. 














—r/au FsH | 
=H© h ị 
b) w/ trongý T vế øian 3 chiều. 
=† ¬ | 
cỳ \/=x. € không gian 3 chiều 
s 
¿ => | 
Chobiết: ˆ x=r sinÔ'cosọ; | 
Dự _ dr sinÐ d9 dọ | 
| 
Khoảng cách, biển thiên của r, Ð và o là: | 
| 
%0 ram 0<9<; 0<@< 2n | 

ĩ nÏ 

Dạng tích Yhan | X.€" dcmen 

TÁC íI ä 
À`x⁄ | 2 

“Y ĐS: a) Hệ số chuân hoá NÑ =,|— 
Ấy L | 
Ác , | 
¬ b) Hệ số chuân hoá N = | 
Z¬Y ị ma 0 | 
“SẼ ' ị 
A, „ b : ] | 
xi” ~ c) Hệ số chuẩn hoá N =————— | 
Sề} j 32a, | 
¬wv | 
Sở i 705 | 


s. m”—m cỊ SH“ mỶ— HH BI n mm H————————— Ta - .. h 
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cm 


F= s 
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- 
N 
TƯƠNG ụ 
“ Nà —~ | 
SN 
lk ¬1 
XS IL .# 
X— : HÁT” 
b SN ÖĐ 
“Xs ° 
VN 2% 
F.\ bL*rd | 
TS ớ 
“+ “P k 
C S * | 
] w 
n 
f | k" bì 
Ñ c.., 
N ———__— 
ST Z 
w v 
HN T ba 
NT. 
Van LÝ 
Fuấ jl »ì 
ml vn 
—” 
ch w 
CC 
Ñ =3 
R- ÔN * 
¬¬——= ị 


Tác giả : GS.TS©ÂM NGỌC THIEM 
Chịu trách nhiệm xuất bản : ^PGS.TS TÔ ĐĂNG HẢI 


' 
“=— 
g XS 


hs 
# - 
L1 —_ 


._Th§ NGUYỄN HUY TIẾN 
SvỲ NGỌC LINH 
Trình bày bìa ¿2 HƯƠNG LAN 


Biên tập và sửa bài 








(° — ` | 
š — 
kệ Mở) 
Bá 
NÀNG 
NNG XI 
js. “êm 
— 
——` 
. | 
X— — 
X—=—- rỏ 
V * 
Sư by 
Í ¬ã * 
Jš Xx lÌ 
Lx»<_ 
—— 
Jm 
Fà ~“ >3 
TL 
—_—. 
v 
SA 
5< 
g 
vs 
F # 
Ố ® 
—— 
#ˆ 
s-Ì 
TN 
_——=> 
HÀ XUẤT BẢN KHOA HỌC VÀ KỸ THUẬT 
làm Š ` 5 
NUC 
—— ~^ ` 
TƯ NNG, 
I0 - 
ä lý 
`, : : 
LÊ Sa 
F5 
Ki) _-; 
¬ự 
cA 
N, 
= —— 
.. 
. 7 
KP 
¬_ 
thun + 
ÂU 


` : | | bệ l 
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Là =——==.._ 
Sừ 
1X ' 
| =2 
Ắ _ 
===x= 
Ả 
¿` 
`Y 
: 
< = 
` 
`.” 
b 
N 
5 `7 
3 vx 
L y 
¬=* 
“ `ự 
v 
`, 
> 
ho 


ZAV 
#: xể Ñ) Ko Ăn. 
. 


¬ 
4S In 800 cuốn, khổ I6 x 24 cm, tại Xưởng in NXB Văn hoá Dân tộc 
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